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べる。この論文での考察の対象が曲面・超曲面であることから、主にはめこみ f : Mn → Rn+1に
ついて述べている。





















定義 1.1. V を n次元実ベクトル空間とする。空でない集合 Ωと写像 (p, q) ∈ Ω×Ω 7→ −→pq ∈ V が
与えられたとする。次の公理を満たすとき、Ωを V に付随したアファイン空間という。
(i) 任意の p, q, r ∈ Ωに対して、−→pr = −→pq + −→qr が成り立つ。
(ii) 任意の p ∈ Ωと任意の x ∈ V に対して、ちょうど一つの x = −→pqをみたす q ∈ Ωが対応する。
x = −→pqを q = p + xともかく。dim V を Ωの次元という。また、V をアファイン空間 Ωに付随す
るベクトル空間という。
例 1.1. V を n次元実ベクトル空間とする。V を集合と見なして (p, q) ∈ V × V をベクトル −→pqと
して対応させる。
−→pr = r − p
= (q − p) + (r − q)
= −→pq + −→qr
また、p, x ∈ V に対して、q = x + pとすると、
x = q − p
= −→pq
より、V は n次元アファイン空間である。
例 1.2. 特に、V が標準的な実 n次元ベクトル空間Rn+1であるとき、例 1.1からアファイン空間
であるといえるが、これを標準的なアファイン空間という。
例 1.3. V をRn+1の双対空間Rn+1とすると、これはベクトル空間であるからアファイン空間で
あると見ることができる。これを双対アファイン空間という。





とかける。(x1(p), . . . , xn(p))は V の基底から一意に定まる実数の組である。これを pの座標とい
う。また、関数の組 {x1, . . . , xn}をアファイン座標系という。





j + ci, i = 1, . . . , n (1.2)
の関係式が得られる。A = [aij ]および、c = [c
i]とすると、A = [aij ]は非特異な n×n行列であり、
c = [ci]はベクトルであって、
y = Ax + c (1.3)
とかける。
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補題 1.2. 1対 1の写像 f : Ω → Ωが与えられたとき、各点 p ∈ Ωに対して、V の各点 xに r ∈ Ω
を −→pr = xとなるように定め、Fp(x) =
−−−−−→
f(p)f(r)とおく。このとき、Fp : V → V は線形写像で
ある。
定義 1.3. 1対 1の写像 f : Ω → Ωが与えられたとき、各点 p ∈ Ωに対して、V の各点 xに r ∈ Ω
を −→pr = xとなるように定め、Fp(x) =
−−−−−→
f(p)f(r)とおく。このとき、Fp : V → V は線形写像とす
る。さらに、この Fp が V の上への線型変換であるとき、f をアファイン変換という。
命題 1.3. ある点 p ∈ Ωに対し写像 Fpを定めたとき、任意の点 q ∈ Ωに対し、写像 Fq は Fpに一
致する。
f をΩのアファイン変換とするとき、{x1, . . . , xn}を原点 o、基底 {e1, . . . , en}についてのアファ
























yi(f(p)) = xi(p), i = 1, . . . , n (1.6)





j + di, i = 1, . . . , n (1.7)
の関係式が成り立ち、B = [bij ]および、d = [d
i]とすると、
x = By + d (1.8)



















i i = 1, . . . , n (1.9)
x̄ = Bx + d (1.10)
となる。
補題 1.4. ある点 pに対してベクトルの集合Wp = {−→pq; q ∈ Ω′}がベクトル部分空間をなすような
空でない Ωの部分集合 Ω′ があるとする。このとき ∀p′ ∈ Ω′ についてWp′ = Wp である。
定義 1.4. ベクトルの集合W = {−→pq; p, q ∈ Ω′}がベクトル部分空間をなすような空でない Ωの部
分集合 Ω′をアファイン部分空間という。Ω′はベクトル空間W に対応するアファイン空間である。
また、アファイン部分空間の次元は付随するベクトル空間の次元と定義する。
標準的な実アファイン空間Rn+1は n次元微分可能多様体である。各点 p ∈ Rn+1に対して接空
間 Tp(Rn+1)をベクトル空間Rn+1と同一視する。つまり、x = −→pq ∈ Rn+1を pでの接ベクトル−→pq
に対応させるベクトル場とみなせる。アファイン座標系 {x1, . . . , xn}に対応する基底を {e1, . . . , en}
とすると、∂/∂xi はベクトル場として ei に対応する。





(ΠYxt+h − Yxt) (1.11)













































































定義 1.6. X を x0 での接ベクトル、Y を Rn+1 上の任意のベクトル場とする。xt, a < t < bを
x0を始点、X を初期接ベクトルとする曲線とする。DXY := (DtY )t=0をX 方向への方向微分と
いう。
補題 1.5. 方向微分DXY は曲線 xt のとりかたによらない。
















































命題 1.6. ϕをなめらかな関数、X, Y, Z, X1, X2, Y1, Y2 を Ω上のベクトル場とする。
DX(Y1 + Y2) = DX1Y + DX2Y (1.12)
DX(ϕY ) = (Xϕ)Y + ϕDXY (1.13)
DX1+X2Y = DX1Y + DX2Y (1.14)
DϕXY = ϕDXY (1.15)
DXY − DY X − [X,Y ] = 0 (1.16)
DXDY Z − DY DXZ − D[X,Y ]Z = 0 (1.17)
ω を、0でない交代的 n次微分形式であって、V = Rn+1 の向きを 1つ決めておけば正の定数
倍をのぞいて一意的に定まるもの、すなわち有向基底 {e1, . . . , en}に対して、ω(e1, . . . , en)の値
がある正の定数 c > 0になるように定める。この ω を V = Rn+1 の体積要素という。このとき、










によって定まる交代的 n次微分形式 ω を Ωの V = Rn+1 の体積要素という。各 iについて Yi ∈
TyRn+1がXi ∈ TxRn+1に平行であるとき、ω(X1, . . . , Xn) = ω(Y1, . . . , Yn)がなりたつ。そのよ
うな意味で ωを平行であるという。
アファイン空間 Ωに平行な体積要素を選んだとき、その体積要素を保つアファイン変換 f を等
積という。これは、付随する線型変換 F が対応する V の体積要素を保つときであり、また、(1.10)




M を C∞級微分可能多様体とする。F(M)を微分可能な関数のなす集合、X(M)をM 上滑らか
なベクトル場の集合とする。
定義 1.7. M 上の共変微分
(X,Y ) ∈ X(M) × X(M) 7→ ∇XY ∈ X(M)
とは次の 4つの条件をみたす写像である。
∇X1+X2Y = ∇X1Y + ∇X2Y (1.19)
∇ϕXY = ϕ∇XY (1.20)
∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 + ∇XY2 (1.21)
∇X(ϕY ) = (Xϕ)Y + ϕ∇XY (1.22)
ただし、X,Y, X1, X2, Y1, Y2 ∈ X(M)および ϕ ∈ F(M)である。また、この∇をM 上のアファイ
ン接続という。













とかける。関数系 Γkij(ただし i, j, k = 1, . . . , n)を局所座標系に関するアファイン接続のクリストッ

















である。曲線 xt の接ベクトル場 −→xt がある関数 ϕ(t)を使って∇t−→xt = ϕ(t)−→xt をみたすとき、曲線



















によって定めると、∇s−→xs = 0である。このような径数 sをアファイン径数とよぶ。アファイン変
換 s 7→ as + b(ただし a ̸= 0)を除き、一意に定まる。アファイン径数によって径数づけされている
曲線を測地線という。
定義 1.8. アファイン接続∇を用いてテンソル場のベクトル場に関する共変微分を次で定義する。
(i) Kが s次の共変ベクトル場 (つまり (0,s)型テンソル場)、すなわち s重線形写像X(M)×· · ·×
X(M) → F(M)ならば、∀X ∈ X(M)に対して、
(∇XK)(X1, . . . , Xs) := X(K(X1, . . . , Xs)) −
s∑
i=1
K(X1, . . . ,∇XXi, . . . , Xs) (1.27)
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(ii) K がつまり (1,s)型テンソル場、すなわち s重線形写像 X(M) × · · · × X(M) → X(M)なら
ば、∀X ∈ X(M)に対して、
(∇XK)(X1, . . . , Xs) := ∇X(K(X1, . . . , Xs)) −
s∑
i=1
K(X1, . . . ,∇XXi, . . . , Xs) (1.28)
補題 1.7. r = 0, 1とする。X ∈ X(M)とし、K が (r,s)型テンソル場としたとき、∇XK も (r,s)
型テンソル場である。
補題 1.8. T : X(M) × X(M) → X(M)を、
T (X, Y ) := ∇XY −∇Y X − [X, Y ] (1.29)
とおくと、T は (1,2)型テンソル場であり、歪対称である。
また、R : X(M) × X(M) × X(M) → X(M)を、
R(X, Y )Z := ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z (1.30)
とおくと、Rは (1,3)型テンソル場である。さらに、Rは入力X,Y に関して歪対称である。
定義 1.9.
T (X,Y ) = ∇XY −∇Y X − [X, Y ] (1.31)
で定義される (1,2)型テンソル場 T : X(M) × X(M) → X(M)を捩率テンソル場という。また、
R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z (1.32)
で定義される (1,3)型テンソル場 R : X(M) × X(M) × X(M) → X(M)を曲率テンソル場という。


















T kij = Γ
k
ij − Γkji (1.34)









































R(X,Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = 0 (1.37)
(ii) 第 2ビアンキ恒等式
(∇XR)(Y, Z)W + (∇Y R)(Z, X)W + (∇ZR)(X, Y )W = 0 (1.38)
定義 1.10. 任意の点で T = 0かつ R = 0となるとき、∇を平坦アファイン接続という。
定義 1.11. (0,2)型テンソル Ricを
























上の 1つの平行な体積要素とするとき、(∇, ω)をM の等積構造という。
1.3 計量と共役接続
V を n次元実ベクトル空間とする。
定理 1.11 (シルベスターの慣性法則). 双線形関数 f : V × V → Rが与えられると、V の基底
{e1, . . . , ep, ep+1, . . . , ep+q, ep+q+1, . . . , en}を
i ̸= j となるすべての i, j に対して f(ei, ej) = 0
1 ≤ i ≤ pとなるすべての iに対して f(ei, ei) = 0
p + 1 ≤ j ≤ p + qとなるすべての j に対して f(ej , ej) = 0
p + q + 1 ≤ k ≤ nとなるすべての kに対して f(ek, ek) = 0
をみたすようにとれる。整数 p,qは一意に決まる。
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定義 1.14. 与えられた f に対し、部分空間 V0 = {x ∈ V ;∀y ∈ V, f(x, y) = 0}は零化空間または
核とよばれる。dimV0 = n − (p + q)である。零化空間が {0}のとき、f は非退化であるという。
p + q = nのとき、f は非退化である。非退化な対称双線形関数を V の内積とよぶ。シルベスター
の慣性法則から定まる整数の組 {(p, q)}を符号数とよぶ。p = nならば、f(x, x) ≥ 0であり、等号




定義 1.15. gをM 上の (0,2)型の対称テンソル場とする。任意の点 x ∈ M で gxが非退化である
とき、gを非退化計量または擬リーマン計量という。さらに、gが正定値であるとき、それをリー
マン計量という。
例 1.4. はめ込み f : M → En とする。すべてのX,Y ∈ TxM に対して、計量 gを
gx(X,Y ) = ⟨f∗(X), f∗(Y )⟩ (1.42)
で定義すると、これはリーマン計量となる。
定義 1.16. M に非退化計量 gが与えられているとする。∇g = 0となるM 上のアファイン接続∇
を計量的であるという。
注意 1.1. 曲線 xt に沿う平行なベクトル場 Yt, Zt をとる。∇が計量的であれば、
0 = (∇Xg)(Y, Z) = Xg(Y,Z) − g(∇XY, Z) − g(Y,∇XZ)
であるから、∀X, Y, Z ∈ X(M)について、




g(Y, Z) = g(∇tY, Z) + g(Y,∇tZ)
= g(0, Z) + g(Y, 0)
= 0
となり、g(Yt, Zt)が定数であることがわかる。
定理 1.12. M に非退化計量 gが与えられると、gに関して計量的で捩れのないアファイン接続 ∇̂
がただ 1つ存在する。
定義 1.17. 定理 1.12によって定まる gに関して計量的で捩れのないアファイン接続 ∇̂をレビ・チ
ビタ接続という。



























で与えられる。ただし gij は行列 [gij ]の逆行列 [gij ]の成分である。
補題 1.13. n次元多様体M は非退化計量 h、アファイン接続∇をもっているとする。このとき、式
Xh(Y, Z) = h(∇XY,Z) + h(Y,∇XZ) (1.44)
によって新しいアファイン接続∇を定めることができる。さらにこうして得られた∇に関して
Xh(Y, Z) = h(∇XY,Z) + h(Y,∇XZ) (1.45)
によって得られる∇は∇に一致する。
定義 1.18. n次元多様体M は非退化計量 h、アファイン接続∇をもっているとする。このとき、式
Xh(Y, Z) = h(∇XY,Z) + h(Y,∇XZ) (1.46)
によって得られる新しいアファイン接続∇を∇の hに関する共役接続という。
系 1.14. ∇が hについて計量的であれば、∇は∇に一致する。
命題 1.15. ∇および ∇̄の捩率テンソルを T および T とすると、∀X,Y, Z ∈ X(M)について
(∇Xh)(Y, Z) + h(Y, T (X, Z)) = (∇Zh)(Y,X) + h(Y, T (X, Z)) (1.47)
が成立する。
系 1.16. ∇は捩れをもたないとする。このとき ∇の捩れもないためには ∀X, Y, Z ∈ X(M)に対
して hに関するコダッチの方程式
(∇Xh)(Y, Z) = (∇Zh)(Y,X) (1.48)
が成立することが必要十分である。
補題 1.17. (∇, h)が hに関するコダッチの方程式をみたすとき、(X, Y, Z) 7→ (∇Xh)(Y,Z)は対
称で 3重線形である。
定義 1.19. (∇, h)が hに関するコダッチの方程式をみたすとき、C(X, Y, Z) := (∇Xh)(Y, Z)を 3
次形式という。また、このとき、(∇, h)は適合しているといい、(M,∇, h)は統計多様体であると
いう。
系 1.18. もし∇が捩れをもたず、(∇, h)が適合しているならば次が成り立つ。
(i) (∇, h)は hに関するコダッチの方程式をみたす。
(ii) ∇̂ = (∇ + ∇)/2が成り立つ。
命題 1.19. 接続 (∇, h)は適合しているとしたとき、∇,∇の曲率テンソル R,Rの間に次の関係式
が成り立つ。
h(R(X, Y )Z, U) = −h(Z,R(X, Y )U) (1.49)
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系 1.20. R = 0であることと R = 0であることは同値である。









補題 1.22. (M,h)をリーマン多様体、すなわちM を多様体、hをM 上のリーマン計量とする。
σを TxM の 2次元部分空間とし、{u, v}を σの hに関する正規直交基底とする。このとき、
Kuv = h(R̂(u, v)v, u) (1.50)
は σの基底 {u, v}のとり方によらない。
定義 1.21. (M, g)をリーマン多様体、σを TxM の 2次元部分空間とし、{u, v}を σの hに関す
る任意の正規直交基底とする。このとき、
Kσ = g(R̂(u, v)v, u) (1.51)
を σの断面曲率という。
定義 1.22. リーマン多様体 (M, g)に関して、すべての σに対しKσ が一定値 cをとるとき、M を
定曲率 cのリーマン多様体という。
定理 1.23. リーマン多様体 (M, g)が定曲率 cをもっていることは次の条件、∀X, Y, Z ∈ TxM に
対し
R̂(X, Y )Z = c(g(Y, Z)X − g(X, Z)Y ) (1.52)
が成り立つことと同値である。また、このM の gに関するスカラー曲率は cである。
定義 1.23. n次元多様体M は非退化計量 hをもっているとする。{X1, . . . , Xn}を TxM の基底と
する。
ωh(X1, . . . , Xn) := |det[h(Xi, Xj)]|
1
2 (1.53)
によって定義される歪対称形式 ωh を hに関する体積要素と定義する。




ここでは trAの別の定義の方法を与える。歪対称 n次形式 θをとり、trAを
n∑
i=1
θ(X1, . . . , AXi, . . . , Xn) = (trA)θ(X1, . . . , Xn) (1.54)
が成り立つように定める。{X1, . . . , Xn}は V の勝手な基底であり、θのとり方も自由である。
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定義 1.24. hを実 n次元ベクトル空間の内積とする。双線形な関数 α : V × V → Rに対して、α
の hに関するトレースを次のように定義する。(1,1)型テンソル Aを ∀X, Y ∈ V について、
α(X,Y ) = h(AX, Y ) (1.55)
によって定め、









hijh(AXi, Xj) = trA (1.57)
とあらわされる。
定義 1.25. hを実 n次元ベクトル空間の内積とする。W をm次元ベクトル空間とし、双線形な
写像 β : V × V → W に対して、βの hに関するトレース trhβを、W 上の勝手な線形関数 ϕにつ
いて
ϕ(trhβ) = trh(ϕ ◦ β) (1.58)
が成り立つように定める。trhβ は一意に定まる。











M を非退化計量 gをもつ n次元多様体とし、∇̂を gに関するレビ・チビタ接続とする。また、M̃
を捩れのないアファイン接続 ∇̃をもつm次元多様体とし、f : M → M̃ を微分可能な写像とする。
定義 1.26. f のヘシアン Hessf を ∀X,Y ∈ X(M)に対し、
Hessf (X,Y ) = ∇̃Xf∗(Y ) − f∗(∇̂XY ) (1.61)
と定義する。
注意 1.2. これはテンソル場であるから、点 x ∈ M で Tf(x)M̃ にとる (1.61)の値はXxと Yxのみ
による。
定義 1.27. テンション場 τ(f)を
τ(f) := trgHessf (1.62)
と定める。




εiHessf (Xi, Xi) ∈ Tf(x)M̃ (1.63)
とかかれる。しかもこれは直交基底のとりかたによらない。
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定義 1.28. τ(f) ≡ 0ならば、f は調和であるという。
M̃ を有限次元ベクトル空間 V であるとする。
定義 1.29. 写像 f : M → V のテンション場 τ(f)をM から V への写像と見なし、f のラプラシ
アンとよび、△f とかく。
このとき、
Hessf (X,Y ) = X(Y f) − (∇̃XY )f (1.64)




εi(X2i f − (∇̃XiXi)f) (1.65)
が得られる。
特に、V = Rとする。計量 gを用いて勾配 gradf を、∀X ∈ X(M)に対し、
g(gradf, Y ) = df(Y ) = Y f (1.66)
をみたすベクトル場として定める。また、勝手なベクトル場W の発散 divW を
divW := trace{X ∈ TxM 7→ ∇̂XW ∈ TxM} (1.67)
で定義する。このとき、
△f = div(gradf) (1.68)
である。
さらに、M を非退化計量 g をもつ向きづけられた多様体とし、{x1, . . . , xn}を正の向きをもつ
局所座標系とする。以下、∂i = ∂∂xi とする。gij = g(∂i, ∂j)であり、G := |det[gij ]|とおく。体積
要素 ω = ωg を
ω(∂1, . . . , ∂n) =
√
G (1.69)





















補題 1.25. ϕをM 上のなめらかな関数、Z をM 上のベクトル場とする。
div(ϕZ) = Zϕ + ϕdivZ (1.74)
が成り立つ。



























注意 1.3. n = 2のときを考える。
(i) gが正定値であるとする。{x1, x2}を等温座標系、




(f11 + f22) (1.77)
が得られる。
(ii) gが不定値であるとする。{x1, x2}を漸近座標系、









定義 2.1. (M,∇)を次元 nの、(M̃, ∇̃)を次元 n+kの、捩れのないアファイン接続をもつ微分可
能多様体とする。余次元 k ≥ 1とする。微分可能なはめ込み f : (M,∇) → (M̃, ∇̃)がアファイン
はめ込みとは次の条件が成立していることをいう。
• f 上の k次元の微分可能な分布 x ∈ M 7→ Nx があり (Nx は Tf(x)M̃ の部分空間)、
Tf(x)M̃ = f∗(TxM) ⊕ Nx (2.1)
と分解される。Nx を横断的補空間という。
• ∀X, Y ∈ X(M)について ∀x ∈ M で
(∇̃Xf∗(Y ))x = (f∗(∇XY ))x + (α(X, Y ))x (2.2)
となっている。ただし、(α(X, Y ))x ∈ Nx である。
命題 2.1. f : (M,∇) → (M̃, ∇̃)がアファインはめ込みであるとき、写像 (X, Y ) ∈ X(M)×X(M) 7→
α(X,Y )は各点 x ∈ M ごとに、対称な双線形写像 TxM × TxM 7→ Nx を与える。
定義 2.2. この αをアファイン基本形式とよぶ。
命題 2.2. 微分可能多様体M がアファイン接続をもつ多様体 (M̃, ∇̃)にはめ込まれているとし、
M には特定の接続があると仮定しない。このとき (2.1)をみたす横断的な部分空間からなる分布




定義 2.4. M を n次元微分可能多様体、f : M → Rn+1 を C∞ 級はめ込みとする。x0 ∈ M を任
意にとり、その近傍 U に対して局所的なベクトル場 ξ : x ∈ U 7→ ξx が横断的とは
Tf(x)R
n+1 = f∗(TxM) ⊕Rξx (2.3)
となることをいう。ベクトル場 ξ : x ∈ M 7→ ξxが横断的とは、各点 x0 ∈ M とその近傍 U に対し
て局所的な横断的ベクトル場 ξ : x ∈ U 7→ ξx がとれることをいう。
命題 2.3. 超曲面はめ込み f : M → Rn+1 に対して、ξ をM 上横断的ベクトル場とする。D を
Rn+1 上の標準接続とするとき、
DXf∗(Y ) = f∗(∇XY ) + h(X, Y )ξ (2.4)
をみたす捩れのない接続∇があり、hは接空間上の対称双線形関数を定める。
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定義 2.5. 対称双線形関数 hを (横断的ベクトル場 ξに関する)アファイン基本形式、接続∇を誘
導接続という。また、(2.4)をガウスの式という。はめ込み f : M → Rn+1をアファインはめ込み
であるという。
命題 2.4. ∀X ∈ X(M)について
DXξ = −f∗(SX) + τ(X)ξ (2.5)
とかくとき、S は (1,1)型テンソル場、τ は 1次形式である。
定義 2.6. この S をアファイン型作用素、τ を横断的接続形式という。また、(2.5)をワインガル
テンの式という。
命題 2.5. (M,∇)アファイン接続をもつ n次元多様体、f : (M,∇) → Rn+1および f̄ : (M,∇) →
Rn+1をそれぞれ横断的ベクトル場 ξおよび ξ̄についてのアファインはめ込みとする。ξ̄について
の基本形式,型作用素,接続形式を h̄, S̄, τ̄ と記す。このとき、h = h̄, S = S̄, τ = τ̄ ならば、あるア
ファイン変換に関して f̄ = Af とできる。
定義 2.7. ω̃をRn+1の平行な体積要素とし、ξを超曲面はめ込み f : M → Rn+1の横断的ベクト
ル場とする。M 上の微分形式 θを
θ(X1, . . . , Xn) = ω̃(f∗(X1), . . . , f∗(Xn), ξ)X1, . . . , Xn ∈ X(M) (2.6)
で定める。θを誘導された体積要素とよぶ。
命題 2.6. ∀X ∈ TxM に対して
∇Xθ = τ(X)θ (2.7)
が成り立つ。さらに次の条件は同値である。
(i) ∇θ = 0
(ii) τ = 0
定義 2.8. 超曲面はめ込み f : M → Rn+1に対し横断的ベクトル場 ξに関して ∀x ∈ M, ∀X ∈ TxM
についてDXξがM に接する、つまり τ = 0であるとき、ξは等積であるといい、f : (M,∇, θ) →
Rn+1 を等積はめ込みという。
系 2.7. τ = 0であるとき、
DXξ = −f∗(SX) (2.8)
と表わされる。
定理 2.8. 任意の横断的ベクトル場から定まるM の接続∇、アファイン基本形式 h、型作用素 S、
横断的接続形式 τ に関して次の方程式が得られる。
• ガウスの方程式
R(X, Y )Z = h(Y, Z)SX − h(X, Z)SY (2.9)
• hに関するコダッチの方程式
(∇Xh)(Y,Z) + τ(X)h(Y,Z) = (∇Y h)(X, Z) + τ(Y )h(X,Z) (2.10)
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• S に関するコダッチの方程式
(∇XS)(Y ) − τ(X)SY = (∇Y S)(X) − τ(Y )SX (2.11)
• リッチの方程式
h(X,SY ) − h(SX, Y ) = dτ(X, Y ) (2.12)
系 2.9. 誘導される接続∇のリッチテンソルは
Ric(Y, Z) = h(Y, Z)trS − h(SY, Z) (2.13)
と表わされる。
定義 2.9.
C(X,Y, Z) := (∇Xh)(Y, Z) + τ(X)h(Y,Z) (2.14)
とおくと、これは hに関するコダッチの方程式から 3つの入力X,Y, Z について対称となる。この
C をアファインはめ込みの 3次形式という。
命題 2.10. Z をM 上のあるベクトル場、ϕをどこでも 0にならない関数とし、横断的ベクトル場






∇̄XY = ∇XY −
1
ϕ
h(X, Y )Z (2.16)
τ̄(X) = τ +
1
ϕ
h(Z, X) + d log |ϕ| (2.17)
S̄X = ϕSX −∇XZ + τ̄(X)Z (2.18)
θ̄(X1, . . . , Xn) = ϕθ(X1, . . . , Xn) (2.19)
ただし、X, Y は任意のベクトル場である。(2.15)式からアファイン基本形式の階数は横断的ベク
トル場のとり方によらない。
定義 2.10. 超曲面はめ込み f : M → Rn+1について、アファイン基本形式の階数をはめ込みの階
数という。hが非退化、すなわち階数が nのとき、超曲面を非退化であるという。
定理 2.11. (M,∇)を接続∇をもつ n次元多様体、f : M → Rn+1および f̄ : M → Rn+1を横断
的ベクトル場 ξおよび ξ̄に関するアファインはめ込みとする。f の階数が 2以上で、どこでも 0に
ならない関数 ϕについて h̄ = 1ϕhが成り立つとすると、あるアファイン変換 Aとその線形部分 L
について f̄ = Af および ξ̄ = ϕLξとなるようにできる。
例 2.1 (グラフはめ込み). ΩをRn+1 の領域、F を Ω上の実数値微分可能関数とする。F による
グラフはめ込みとは、はめ込み f
x = (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn, F (x)) ∈ Rn+1
および横断的ベクトル場 ξ = (0, . . . , 0, 1)の組のことをいう。
ξは定数ベクトル場だから任意のベクトル場X に対しDXξ = 0、したがって S = 0, τ = 0。
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∂F/∂xi を ∂iF、∂F/∂xi を Fi、∂2F/∂xi∂xj を Fij と書くことにする。
f∗(∂1) = (1, 0, . . . , 0, F1)
f∗(∂2) = (0, 1, . . . , 0, F2)
...
f∗(∂n) = (0, 0, . . . , 1, Fn)
である。よって、
D∂if∗(∂j) = (0, 0, . . . , 0, Fij)
である。この式から、
h(∂i, ∂j) = Fij
∇∂i∂j = 0
が成り立つ。はめ込み f が非退化であるのは det[hij ] = det[Fij ] ̸= 0がみたされるときである。
{x1, . . . , xn}は誘導された平坦接続∇に関して平坦な座標系になっている。
この例の逆として次が成り立つ。
定理 2.12. 接続∇が平坦であるアファインはめ込み f : M → Rn+1はある関数 F : M → Rのグ
ラフはめ込みにアファイン合同である。
例 2.2 (等積はめ込み). f : M → Rn+1を、ξを横断的ベクトル場とするアファインはめ込みとす
る。Rn+1に平行な体積要素 ω̃、M に∇に関して平行な体積要素 ωがあるとする。このとき関数
ϕを、ξ̄ = ϕξが等積的で、f : (M,∇, ω) → Rn+1 が等積はめ込みになるようにとれる。
θを ξの誘導する体積要素として、ω = ϕθによって ϕを定めると、ξ̄ = ϕξの定める体積要素は
ωに等しく、誘導された接続は変わらない。
2.3 中心アファイン超曲面と射影平坦
定義 2.11. oをアファイン空間Rn+1の原点とする。f : M → Rn+1 −{o}が ∀x ∈ M について位
置ベクトル
−−−→




DXf∗(Y ) = f∗(∇XY ) + h(X, Y )ξ (2.20)
によって捩れのない接続∇と、hは接空間上の対称双線形関数を定める。hを中心アファイン基本
形式、接続∇を誘導接続という。
命題 2.13. ∀X ∈ X(M)に関して、
DXξ = −f∗X (2.21)
が成り立つ。よって、τ = 0, S = I である。
命題 2.14. Rを中心アファイン超曲面上に誘導された接続∇の曲率テンソルとする。このとき、
R(X, Y )Z = h(Y, Z)X − h(X,Z)Y (2.22)
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が成り立つ。さらに Ricを∇のリッチテンソル、γ を正規化されたリッチテンソルとするとき、
Ric(Y, Z) = (n − 1)h(Y, Z) (2.23)
γ(Y, Z) = h(Y, Z) (2.24)
が成り立ち、Ricおよび γ は対称である。
M 上のなめらかな正の関数 λをとって、新しい曲面 M̄ = {x̄ = λx; x ∈ M}を定める。
φ : x ∈ M 7→ x̄ = λx ∈ Rn+1 (2.25)
とする。X,Y ∈ X(M)に対し、
φ∗Y = DY (x̄) = (Y λ)x + λY (2.26)
となる。よって f ははめ込みである。さらに、
DX(φ∗Y ) = DX((Y λ)x + λY )
= XY (λ)x + (Y λ)X + (Xλ)Y + λ(DXY )
= XY (λ)x + (Y λ)X + (Xλ)Y + λ(∇XY ) + λh(X,Y )(−x)
となる。よって、
DX(φ∗Y ) = λ(∇XY ) + (Xλ)Y + (Y λ)X + (XY (λ) − λh(X, Y ))x (2.27)
である。一方、M̄ 上に誘導された接続を∇とすると、
DX(φ∗Y ) = φ∗(∇̄XY ) + h̄(X,Y )(−x̄)
= (∇XY )(λ)x + λ∇XY − λh̄(X,Y )x
となる。よって、
DX(φ∗Y ) = λ(∇XY ) + ((∇XY )(λ) − λh̄(X, Y ))x (2.28)
である。(2.27)と (2.28)の接成分を比較して、







の関係式が出る。１次形式 ρ := d(log λ)とおくと、
∇̄XY = ∇XY + ρ(X)Y + ρ(Y )X (2.30)
となる。
xt が∇-準測地線、すなわち
∇tx⃗t = ϕ(t)x⃗t (2.31)
であるとき、
∇tx⃗t = (ϕ(t) + 2ρ(x⃗t))x⃗t (2.32)




定義 2.12. 微分可能多様体M 上の捩れのない 2つの局所等積接続∇と ∇̄とが、ある 1次の閉形
式 ρによって
∇̄XY = ∇XY + ρ(X)Y + ρ(Y )X (2.33)




W (X, Y )Z = R(X, Y )Z − (γ(Y, Z)X − γ(X,Z)Y ) (2.34)
によって定義されるテンソルW をワイルの射影曲率テンソルという。
定理 2.15. ∇をリッチテンソルが対称で捩れのない、射影平坦なアファイン接続とする。このとき、
(i) dim M ≥ 3のとき、W ≡ 0なら (∇Xγ)(Y, Z) = (∇Y γ)(X, Z)をみたす。
(ii) dim M = 2のとき、W ≡ 0。
一方、微分可能多様体M 上の、リッチテンソルが対称で捩れのないアファイン接続∇が射影平坦
であるためには次の条件が必要十分である。
(i) dim M ≥ 3のとき、W ≡ 0。
(ii) dim M = 2のとき、(∇Xγ)(Y,Z) = (∇Y γ)(X, Z)。
2.4 ブラシュケ超曲面
定義 2.14. ある点の近傍において体積要素 θ、非退化計量 hが与えられているとする。TxM の基
底 {X1, . . . , Xn}が θ(X1, . . . , Xn) = 1をみたすとき、この {X1, . . . , Xn}を単位体積基底という。
補題 2.16. ϕをどこでも 0にならない関数とする。
(i) 単位体積基底 {X1, . . . , Xn}に関して hij := h(Xi, Xj)とおいたとき、行列 [hij ]の行列式は
単位体積基底 {X1, . . . , Xn}の選び方によらない。これを detθhと記すことにする。
(ii) θ̄ = ϕθであれば
detθ̄h = ϕ
−2detθh (2.35)
(iii) h̄ = ϕ−1hであれば
detθh̄ = ϕ−ndetθh (2.36)
(iv) θ̄ = ϕθ, h̄ = ϕ−1hであれば
detθ̄h̄ = ϕ
−(n+2)detθh (2.37)
定理 2.17. f : M → Rn+1 を非退化超曲面はめ込みとする。各点の近傍において、次の 2つの条
件をみたす横断的ベクトル場が存在する。
(i) (∇, θ)は等積構造、つまり∇θ = 0。
(ii) θ = ωh である。
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そのような横断的ベクトル場は符号の違いを除き一意に定まる。
定義 2.15. 次の 2つの条件をみたす横断的ベクトル場をアファイン法ベクトル場またはブラシュ
ケ法ベクトル場という。
(i) (∇, θ)は等積構造、つまり∇θ = 0。
(ii) θ = ωh である。
局所的には符号の違いを除き一意に定まる。∀x ∈ M に対し、その点を通るアファイン法ベクトル
ξx 方向の直線をアファイン法線という。
定義 2.16. アファイン法ベクトル場 ξを一つ選んだとき、定まる誘導接続∇、アファイン基本形
式 h、型作用素 Sからなる組 (∇, h, S)を超曲面M のブラシュケ構造という。アファイン法ベクト
ル場 ξ を固定したアファインはめ込み f : (M,∇) → (Rn+1, D)をブラシュケはめ込み、ブラシュ
ケ超曲面などという。誘導された接続∇をブラシュケ接続、アファイン基本形式 hをアファイン
計量という。
注意 2.1. 横断的ベクトル場 ξを −ξにとりかえるとアファイン計量 hは −hにかわる。一方、誘
導接続 ∇は ξ のとりかたによらない。さらに ∇の共役接続 ∇と計量 hに関するレビ・チビタ接
続 ∇̂も ξのとりかたによらない。
定義 2.17. ブラシュケ超曲面に対して成り立つ条件∇ωh = 0をアポーラリティ条件という。
定理 2.18. ブラシュケ構造をもった非退化超曲面M に対し、次が成り立つ。
• ガウスの方程式
R(X, Y )Z = h(Y, Z)SX − h(X, Z)SY (2.38)
• hに関するコダッチの方程式
(∇Xh)(Y, Z) = (∇Y h)(X, Z) (2.39)
• hに関するコダッチの方程式
(∇XS)(Y ) = (∇Y S)(X) (2.40)
• リッチの方程式
h(X,SY ) = h(SX, Y ) (2.41)
補題 2.19. ブラシュケ超曲面 (n ≥ 2)について
(i) S = 0と R = 0は同値である。
(ii) Ric(Y,Z) = (trS)h(Y,Z) − h(SY,Z)が成り立つ。よって Ric = 0と S = 0は同値である。
(iii) スカラー関数 λについて S = λI ならば λは定数である。
定義 2.18. M をブラシュケ超曲面とする。S ≡ 0のときM は非固有アファイン超球面といい、0
でない定数 λに対し S = λI となるときM は固有アファイン超球面という。






定義 2.19. ブラシュケ超曲面M に対し、K := detS をアファインガウス・クロネッカー曲率、
H := (trS)/nをアファイン平均曲率と呼ぶ。
注意 2.2. アファイン法ベクトル場 ξの向きをとりかえて −ξにしたときに、アファイン型作用素
S は −S に、アファイン平均曲率H は −H に、アファインガウス曲率K は (−1)nK にかわる。
系 2.21. アファイン超球面 S = λI に関してはH = λで定数となる。
例 2.3. アファイン法ベクトル場の見つけ方
(i) 仮の横断的ベクトル場 ξを選び、τ を求める。
(ii) ξに対するアファイン基本形式 hをガウスの式
DXf∗Y = f∗(∇XY ) + h(X, Y )ξ
によって定め、hが非退化であるか調べる。
(iii) ξに対して誘導された体積要素 θを
θ(X1, . . . , Xn) = det[f∗X1, . . . , f∗Xn, ξ]
によって求める。
(iv) θの単位体積基底 {X1, . . . , Xn}をとって、detθ h = det[hij ]を求める。
(v) ϕ := |detθ h|
1




h(Z,X) + d(log ϕ)(X) = 0 (2.42)
が成り立つものとして定め、ξ̄ = ϕξ + Z とする。特に τ = 0なら h(Z,X) = −Xϕから求め
ればよい。
(vi) こうして定まったアファイン法ベクトル場 ξ̄からアファイン計量 h̄ = h/ϕ、アファイン型作
用素、誘導された接続を求める。

























1 0 · · · 0 0
0 1 0 0
...
. . . 0




















detθh = det[hij ] = det[Fij ]
であるから ϕ = |detθ h|
1
n+2 = |det[Fij ]|
1
































h11 · · · h1n
...
...








F11 · · · F1n
...
...




















F 11 · · · F 1n
...
...









である。ただし [F ij ]は [Fij ]の逆行列である。アファイン法ベクトル場 ξ̄は



























例 2.5 (ユークリッド曲面). f : M → E3 をユークリッド空間 E3 への超曲面はめこみとする。単
位法ベクトル場をN とする。
g(X, Y ) = ⟨f∗X, f∗Y ⟩
から定まる gは第 1基本形式と呼ばれている。一方、分解
Tf(x)E
3 = f∗(TxM) + RNx
に従って、




h̄(X,Y ) = g(AX, Y ) (2.43)
の関係式が成り立つ。
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Mが非退化になるのは h̄が非退化であるときであるが、これはユークリッドガウス曲率 K̄ = det A
が恒等的に 0にならないときである。{X1, X2}が gに関する TxM の正規直交基底ならば
⟨f∗Xi, f∗Xj⟩ = δij








⟨f∗X1, f∗X1⟩ ⟨f∗X1, f∗X2⟩ ⟨f∗X1, N⟩⟨f∗X2, f∗X1⟩ ⟨f∗X2, f∗X2⟩ ⟨f∗X2, N⟩
⟨N, f∗X1⟩ ⟨N, f∗X2⟩ ⟨N,N⟩
 = I
が成り立つ。特に det B = ±1である。よって
θ(X1, X2) = det[f∗X1, f∗X2, Nx] = ±1
となるから {X1, X2}を θ(X1, X2) = 1をみたすものとする。
detθh = det[h(Xi, Xj)] = det[g(AXi, Xj)] = detA = K̄
が成り立つからアファイン法ベクトル場を ξ̄ = K̄
1
4 + Z とできる。ただし Z は任意のベクトル場
X に対し h(Z, X) = −XK̄ 14、すなわち hに関しての勾配 gradを用いて Z = −gradK̄ 14 である。
特に K̄ が定数なら Z = 0であり、アファイン法ベクトル場 ξ は K̄
1
4 N である。誘導接続 ∇は
∇0に、アファイン型作用素 Sは K̄ 14 Aに、アファイン計量 hは K̄− 14 hに一致する。逆にアファイ










f : M → Rn+1 をブラシュケ超曲面とする。3 次形式は C(X, Y, Z) = (∇Xh)(Y,Z) とかけ、
X, Y, Z について対称である。hのレビ・チビタ接続を ∇̂とする。また、∇̂の曲率テンソルを R̂、
リッチテンソルを R̂icとする。
補題 2.22. K(X, Y ) := ∇XY − ∇̂XY とおくと、K は (1,2)型対称テンソルとなる。
定義 2.20. K(X,Y ) := ∇XY − ∇̂XY によって定義される (1,2)型対称テンソルを差テンソルと
いう。KXY := K(X, Y )またはKX := ∇X − ∇̂X によって (1,1)型テンソルKX が定義される。
命題 2.23.
C(X, Y, Z) = −2h(KXY,Z) (2.44)
系 2.24. ∇ = ∇̂、K = 0、C ≡ 0はすべて同値。


















∀X ∈ TxM, trh(∇Xh) = 0 (2.49)
(iv)






定理 2.26. f : M → Rn+1 をブラシュケ超曲面とする。
△f = nξ (2.52)
が成り立つ。










R(X, Y ) = R̂(X, Y ) + (∇̂XK)Y − (∇̂Y K)X + [KX , KY ] (2.54)
= R̂(X, Y ) + (∇XK)Y − (∇Y K)X − [KX , KY ] (2.55)
(ii)
R̂(X, Y )Z =
1
2






(h(Y,Z)trS + (n − 2)h(SY, Z)) + tr(KY KZ) (2.57)














h(C, C) = 4h(K,K) (2.60)
がなりたつ。
定義 2.21. J := 1n(n−1)h(K,K) =
1
4n(n−1)h(C, C)をピック不変量とよぶ。
命題 2.30. hに関するスカラー曲率 ρ̂に関して
ρ̂ = H + J (2.61)
が成り立つ。
定義 2.22. テンソル L, L̂を
L(X, Z) := trace{Y 7→ (∇Y K)(X, Z)} (2.62)
L̂(X, Z) := trace{Y 7→ (∇̂Y K)(X, Z)} (2.63)
によって得られる対称双線形形式とする。









L̂(X, Z) − L(X, Z) = 2tr(KY KZ) (2.65)
(iii)
L(X, Z) = −n
2
h(S0X,Z) − 2tr(KY KZ) (2.66)
系 2.32. ブラシュケ超曲面がアファイン超球面であるためには、恒等的に L̂ = 0であることが必
要十分である。
系 2.33. ブラシュケ超曲面については、アファイン計量 hと 3次形式 C から型作用素 Sは一意に
定まる。





注意 2.4. たとえば、∇C が全対称的とは 4つの入力すべてについて対称であることをいう。
注意 2.5. 3次形式 C の 2次微分は次で表わされる。
(∇2C)(Y,Z, W ; X, U) = (∇U∇XC)(Y, Z, W ) − (∇∇U XC)(Y, Z, W ) (2.67)
(∇̂2C)(Y,Z, W ; X, U) = (∇̂U ∇̂XC)(Y, Z, W ) − (∇̂∇̂U XC)(Y, Z, W ) (2.68)
∇2C および ∇̂2C、どちらも (0,5)型テンソルである。
命題 2.35. 次が成り立つ。
(∇2C)(Y, Z,W ;X,U) − (∇2C)(Y, Z,W ;U,X) = (R(U,X)C)(Y, Z,W ) (2.69)
(∇̂2C)(Y, Z,W ;X,U) − (∇̂2C)(Y, Z,W ;U,X) = (R̂(U,X)C)(Y, Z,W ) (2.70)
定理 2.36. ブラシュケ超曲面に対して、∇C および ∇2C がともに全対称的になるには C = 0ま
たは S = 0が必要十分である。
u := h(C,C) = 4n(n − 1)J (2.71)
P (U,X; Y,Z, W ) := (∇̂2C)(Y,Z, W ; X, U) = (∇̂U ∇̂XC)(Y, Z, W ) − (∇̂∇̂U XC)(Y, Z,W ) (2.72)
とおくことにする。
補題 2.37. アファイン超球面に対し、
△u = 2h(△C, C) + 2h(∇̂C, ∇̂C) (2.73)
が成り立つ。
定理 2.38. アファイン球面M2 について
△J = 6J(H + J) + 1
4
h(∇̂C, ∇̂C) (2.74)
J ̸= 0となる点で△ log |J | = 6(H + J) (2.75)
が成り立つ。
2.6 余法線写像とルリューブルの公式
定義 2.23. f : M → Rn+1を、ξを等積横断的ベクトル場とする非退化超曲面とする。∀x ∈ M に
対し、
∀X ∈ TxM, νx(f∗X) = 0 (2.76)
νx(ξx) = 1 (2.77)
となるような νx ∈ Rn+1 を、点 xでの余法線ベクトルという。
26
命題 2.39. 余法線ベクトル νxは一意に定まる。また、{X1, . . . , Xn}を θについての TxM の単位
体積基底としたとき、Rn+1 の勝手なベクトル Y に対して
νx(Y ) = det[f∗X1, . . . , f∗Xn, Y ] (2.78)
が成り立つ。この式は {X1, . . . , Xn}のとり方によらない。
定義 2.24. 写像 ν : x ∈ M 7→ νx ∈ Rn+1 − {0}を余法線写像という。
命題 2.40. 余法線写像 ν は微分可能である。また、すべてのX, Y ∈ TxM に対して
(ν∗Y )(ξ) = 0 (2.79)
(ν∗Y )(f∗X) = −h(Y,X) (2.80)
が成り立つ。さらに、ν ははめ込みである。




定理 2.43. 単連結多様体M 上に非退化計量 hが与えられ、ν : M → Rn+1をM の中心アファイ
ンはめ込みとする。Rn+1 値 1次微分形式 πを
ν(π(X)) = 0 (2.81)
(DY ν)(π(X)) = −h(Y, X) (2.82)
で定義したとき、πが閉形式であれば、非退化はめ込み f : M → Rn+1と等積横断的ベクトル場 ξ
が存在して、対応する f の余法線ベクトル場が ν に一致し、アファイン基本形式が hとなるよう
にできる。
証明 ベクトル νx が ν(M)に横断的であるから、πは矛盾なく定義される。この πは閉形式で
あり、M は単連結であるから、ポアンカレの補題から局所的にあるRn+1値関数 f があって (2.82)
より f ははめ込みである。また、ベクトル場 ξを
νx(ξx) = 1 (2.83)
(ν∗Y )(ξ) = 0 (2.84)
によって定める。ξは写像 f に横断的であり、ν は写像 f の横断的ベクトル場 ξに関する余法線ベ
クトル場である。
ν(DY ξ) = Y (ν(ξ)) − (DY ν)(ξ) = 0
であるから、ベクトルDY ξは写像 f に接している。つまり ξは等積である。
注意 2.6. こうして得られた ξは必ずしもブラシュケではない。
補題 2.44. {a1, . . . , an+1}をRn+1 の基底、また v1, . . . , vn+1 ∈ Rn+1 として、
Det(a1, . . . , an+1)Det∗(v1, . . . , vn+1) = det[vi(aj)] (2.85)
をみたすようにRn+1 の双対的行列式関数 Det∗ を定義できる。
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補題 2.45. Rn+1の双対的行列式関数Det∗を用いて、次の規則によって同型 ι :
∧n
Rn+1 → Rn+1
が定まる。v, v1, . . . , vn ∈ Rn+1 に対して




接空間の基底を {X1, . . . , Xn}とする。1次微分形式 αi を αi(Xj) = δij によって定める。νi :=
DXiν とする。




hklν1 ∧ · · · ∧ νl−1 ∧ ν ∧ νl+1 ∧ · · · ∧ νnαk
















hljDet∗(ν, ν1, . . . , νl−1, ν, νl+1, . . . , νn)
= 0 (2.87)
(DXiν)(τ(Xj)) = νi(τ(Xj)) =
∑
l




hljDet∗(νi, ν1, . . . , νl−1, ν, νl+1, . . . , νn)
= hijDet∗(νi, ν1, . . . , νi−1, ν, νi+1, . . . , νn)
= (−1)ihijDet∗(ν, νi, ν1, . . . , νi−1, νi+1, . . . , νn)
= (−1)2i−1hijDet∗(ν, ν1, . . . , νn)
= −hijDet∗(ν, ν1, . . . , νn) (2.88)
が成り立つから、(2.81)(2.87)および (2.82)(2.88)から、
π = Det∗(ν, ν1, . . . , νn)−1τ (2.89)
である。対応するアファインはめ込みを f とすると、
df = Det∗(ν, ν1, . . . , νn)−1
∑
k,l
hklν1 ∧ · · · ∧ νl−1 ∧ ν ∧ νl+1 ∧ · · · ∧ νnαk
が成り立つ。よって次の公式が成り立つ。
定理 2.46. 単連結多様体M において基点 x0 ∈ M を決めると、hと νに対応するアファインはめ




Det∗(ν, ν1, . . . , νn)−1
∑
i,j









Det(f∗X1, . . . , f∗Xn, ξ)Det∗(ν, ν1, . . . , νn) =

ν(f∗X1) · · · ν(f∗Xn) ν(ξ)









0 · · · 0 1









0 · · · 0 1














hn1 · · · hnn 0




|Det(f∗X1, . . . , f∗Xn, ξ)||Det∗(ν, ν1, . . . , νn)| = |det[hij ]|
である。一方、定理 2.17(ii)から ξがアファイン法ベクトル場になるための必要十分条件は




定理 2.48. 単連結多様体M 上に非退化計量 gが与えられ、ν : M 7→ Rn+1をM の中心アファイ
ンはめ込みとする。Rn+1 値 1次微分形式 ωg を









gijν1 ∧ · · · ∧ νj−1 ∧ ν ∧ νj+1 ∧ · · · ∧ νnαi (2.93)
である。ωg が閉形式であれば、アファイン計量が gに共形的となるブラシュケはめ込み f : M →
Rn+1 で ν を余法線写像とするものが存在する。アファイン計量は g の共形類と ν から一意に定
まる。
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証明 計量 g′ を a > 0として g′(X, Y ) := ag(X,Y )とおくと、
|det[g′ij ]|−
1







である。よって ωg′ = ωg である。つまり、計量 gを共形的に変形しても ωg は不変。
















2 = |Det∗(ν, ν1, . . . , νn)| (2.95)
であるから、ωh = ωg はルリューブルの公式における πに一致する。したがって、計量 gの共形類
の中に (2.95)をみたし、πが ωg に一致する計量 hが一意に存在する。定理 2.46および命題 2.47
から定理が示される。
一方、ν : M → Rn+1 − {0}を、−ν を横断的ベクトル場とする中心アファイン超曲面と見たと
き、TνxRn+1 の分解は
TνxRn+1 = ν∗(TxM) ⊕ Rνx (2.96)
であらわされる。ガウスの式は ∀X, Y ∈ X(M)について
DX(ν∗(Y )) = ν∗(∇XY )x + h̄(X, Y )(−ν) (2.97)
である。∇は ν によってM 上に誘導されるアファイン接続であり、h̄は ν に対するアファイン基
本形式である。ただし、h̄は必ずしも非退化ではない。第 3節より次の命題が得られる。
命題 2.49. 中心アファイン超曲面である余法線はめ込み ν : M → Rn+1 − {0}の定めるM 上の
接続∇は射影平坦であり、正規化されたリッチテンソル γ は h̄に等しい。
命題 2.50. 次の等式が成立する。
∀X, Y ∈ TxM, h̄(X,Y ) = h(SX, Y ) (2.98)
∀Y,Z ∈ X(M),∀X ∈ TxM, Xh(y, Z) = h(∇XY,Z) + h(Y,∇XZ) (2.99)
系 2.51. 余法線写像 ν からM 上に誘導された接続∇は計量 hに関して接続∇に共役である。
定理 2.52.
△ν = ν∗(trhK) − (trS)ν (2.100)
系 2.53. ブラシュケ超曲面の余法線写像が調和写像であるための必要十分条件はアファイン平均
曲率が 0になることである。
補題 2.54. (2.6)で定義される 1次微分形式 τ が閉形式であるための必要十分条件は、計量 hがす
べての接ベクトルX,Y, Z について
(∇Xh)(Y,Z) = (∇Y h)(X, Z) (2.101)
をみたすことである。
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定理 2.55. 単連結多様体M 上に非退化計量 hが与えられ、ν : M 7→ Rn+1をM の中心アファイ




証明 定理 2.46および補題 2.54からはめ込み f と横断的ベクトル場 ξが定まる。等積ベクトル
場 ξが定数倍をのぞいてアファイン法ベクトル場に一致するための必要十分条件は trhK = 0であ
る。定理 2.52から系が示される。
注意 2.7. 2次元でルリューブルの公式を考える。[2] p.139-141、および [6]にも記されている。
X1 := ∂∂x1 , X2 :=
∂
∂x2、ν1 := DX1ν, ν2 := DX2ν とおく。
(i) アファイン計量 hが不定値のとき、{x1, x2}を hに関する漸近座標系、
h(Xi, Xi) = 0 i = 1, 2
h(X1, X2) = F
とすると、
f(x) = f(x0) +
∫ x
x0
(ν ∧ ν1dx1 − ν ∧ ν2dx2)
となる。積分可能条件は (ν ∧ ν1)2 = (ν2 ∧ ν)1、つまり ν12 ∧ ν = 0である。
(ii) アファイン計量 hが定値のとき、{x1, x2}を hに関する等温座標系、
h(Xi, Xi) = F i = 1, 2
h(X1, X2) = 0
とすると、
f(x) = f(x0) +
∫ x
x0
(ν ∧ ν2dx1 − ν ∧ ν1dx2)








• 楕円面 x2 + y2 + z2 = 1
• 一葉双曲面 x2 + y2 − z2 = 1
• 二葉双曲面 x2 − y2 − z2 = 1
• 楕円放物面 z = x2 + y2
• 双曲放物面 z = x2 − y2
• 楕円錐面 x2 + y2 − z2 = 0
• 楕円柱面 x2 + y2 = 1
• 双曲柱面 x2 − y2 = 1
• 放物柱面 x2 ± y = 0
• 平面の和 x2 = 1
• 平面 x = 0
• 直線 x2 + y2 = 0
• 1点
• 空集合
例 3.1 (楕円放物面 z = x
2+y2
2 ). はめ込み f : R







とする。R2 の座標ベクトル場 ∂∂x ,
∂



















































∇∂x∂x = ∇∂x∂y = ∇∂y∂x = ∇∂y∂y = 0
および
h(∂x, ∂x) = 1, h(∂x∂y) = 0, h(∂y, ∂y) = 1
が得られる。したがって、






より、ϕ = |detθ h|
1
n+2 = 1が得られ、式 (2.42)から Z = 0がわかる。よって ξがアファイン法ベ




例 3.2 (双曲放物面 z = x
2−y2
2 ). はめ込み f : R





























































∇∂x∂x = ∇∂x∂y = ∇∂y∂x = ∇∂y∂y = 0
および
h(∂x, ∂x) = 1, h(∂x∂y) = 0, h(∂y, ∂y) = −1
が得られる。したがって、






より、ϕ = |detθ h|
1
n+2 = 1が得られ、式 (2.42)から Z = 0がわかる。よって ξがアファイン法ベ
クトル場である。任意のベクトル X に対し DXξ = 0から S = 0が得られ、非固有アファイン球
面である。ただし、アファイン計量は不定値である。誘導接続∇は平坦であり、座標系 {x, y}は
∇に対する平坦な座標系である。
例 3.3 (楕円面 x2 + y2 + z2 = 1). はめ込み f : R2 → R3 を
f(u, v) =





− sinu cos v− sinu sin v
cos u
 , f∗(∂v) =




ξ = −f =
− cos u cos v− cos u sin v
− sin u

















図 3: 楕円面 x2 + y2 + z2 = 1
さらに、
D∂uf∗(∂u) =
− cos u cos v− cos u sin v
− sinu
 = ξ
D∂uf∗(∂v) = D∂vf∗(∂u) =
 sinu sin v− sinu cos v
0
 = − tanuf∗(∂v)
D∂vf∗(∂v) =
− cos u cos v− cos u sin v
0
 = f∗(cos u sinu ∂u) + cos2 u ξ
である。よって、
∇∂u∂u = 0,∇∂u∂v = ∇∂v∂u = − tanu ∂v,∇∂v∂v = cos u sinu ∂u
および
h(∂u, ∂u) = 1, h(∂u∂v) = 0, h(∂v, ∂v) = cos2 u
が得られる。対応する体積要素 θは、
θ(∂u, ∂v) = det[f∗(∂u), f∗(∂v), ξ]
=
∣∣∣∣∣∣∣
− sinu cos v − cos u sin v − cos u cos v
− sin u sin v cos u cos v − cos u sin v




detθ h = det
[
h(∂u, ∂u) h(∂u, 1cos u∂v)













より、ϕ = |detθ h|
1
n+2 = 1が得られ、式 (2.42)から Z = 0がわかる。よって ξがアファイン法ベ
クトル場である。任意のベクトルX に対しDXξ = −f∗X から S = I が成り立ち、固有アファイ
ン球面である。アファイン計量は正定値である。
例 3.4 (一葉双曲面 x2 + y2 − z2 = 1). はめ込み f : R2 → R3 を
f(u, v) =















図 4: 一葉双曲面 x2 + y2 − z2 = 1
f∗(∂u) =
sinhu cos vsinhu sin v
cosh u
 , f∗(∂v) =




ξ = −f =
− cosh u cos v− cosh u sin v
− sinhu
を仮のベクトル場とする。このとき、横断的接続形式 τ = 0である。
さらに、
D∂uf∗(∂u) =
cosh u cos vcosh u sin v
sinhu
 = −ξ
D∂uf∗(∂v) = D∂vf∗(∂u) =




− cosh u cos v− cosh u sin v
0
 = f∗(cosh u sinhu ∂u) + cosh2 u ξ
である。よって、
∇∂u∂u = 0,∇∂u∂v = ∇∂v∂u = tanhu ∂v,∇∂v∂v = cosh u sinhu ∂u
37
および
h(∂u, ∂u) = −1, h(∂u∂v) = 0, h(∂v, ∂v) = cosh2 u
が得られる。対応する体積要素 θは、
θ(∂u, ∂v) = det[f∗(∂u), f∗(∂v), ξ]
=
∣∣∣∣∣∣∣
sinhu cos v − cosh u sin v − cosh u cos v
sinhu sin v cosh u cos v − cosh u sin v




detθ h = det
[
h(∂u, ∂u) h(∂u, 1cosh u∂v)












より、ϕ = |detθ h|
1
n+2 = 1が得られ、式 (2.42)から Z = 0がわかる。よって ξがアファイン法ベ
クトル場である。任意のベクトルX に対しDXξ = −f∗X から S = I が成り立ち、固有アファイ
ン球面である。アファイン計量は不定値である。
例 3.5 (二葉双曲面 x2 − y2 − z2 = 1). はめ込み f : R2 → R3 を
f(u, v) =













図 5: 二葉双曲面 x2 − y2 − z2 = 1
f∗(∂u) =
 ± sinhucosh u cos v
cosh u sin v
 , f∗(∂v) =





ξ = −f =
 ∓ cosh u− sinhu cos v
− sinhu sin v
を仮のベクトル場とする。このとき、横断的接続形式 τ = 0である。
さらに、
D∂uf∗(∂u) =
 ± cosh usinhu cos v
sinhu sin v
 = −ξ
D∂uf∗(∂v) = D∂vf∗(∂u) =
 0− cosh u sin v
cosh u cos v
 = 1tanhuf∗(∂v)
D∂vf∗(∂v) =
 0− sinhu cos v
− sinhu sin v
 = −f∗(cosh u sinhu ∂u) − sinh2 u ξ
である。よって、
∇∂u∂u = 0,∇∂u∂v = ∇∂v∂u =
1
tanhu
∂v,∇∂v∂v = − cosh u sinhu ∂u
および
h(∂u, ∂u) = −1, h(∂u∂v) = 0, h(∂v, ∂v) = − sinh2 u
が得られる。対応する体積要素 θは、
θ(∂u, ∂v) = det[f∗(∂u), f∗(∂v), ξ]
=
∣∣∣∣∣∣∣
± sinhu 0 ∓− cosh u
cosh u cos v − sinhu sin v − sinhu cos v




detθ h = det
[
h(∂u, ∂u) h(∂u,∓ 1sinh u∂v)












より、ϕ = |detθ h|
1
n+2 = 1が得られ、式 (2.42)から Z = 0がわかる。よって ξがアファイン法ベ
クトル場である。任意のベクトルX に対しDXξ = −f∗X から S = I が成り立ち、固有アファイ
ン球面である。アファイン計量は負定値である。このとき、横断的ベクトル場 ξを f と逆向きにと
ると、アファイン計量は正定値となる。
例 3.6 (楕円錐面 x2 + y2 − z2 = 0). はめ込み f : R2 → R3 を
f(u, v) =


















図 6: 楕円錐面 x2 + y2 − z2 = 0
f∗(∂u) =
−v sinuv cos u
0










−v cos u−v sinu
0












h(∂u, ∂u) = v, h(∂u∂v) = h(∂v, ∂v) = 0
となり、退化曲面である。















































である。よって、h(∂u, ∂v) = h(∂v, ∂v) = 0が得られ、退化曲面である。
定理 3.1. 非退化な 2次曲面は次のいずれかにアファイン合同。
• 楕円面 x2 + y2 + z2 = 1
• 一葉双曲面 x2 + y2 − z2 = 1
• 二葉双曲面 x2 − y2 − z2 = 1
• 楕円放物面 z = x2 + y2




定理 3.2. 非退化な 2次超曲面は次のいずれかにアファイン合同。
• 有心 2次超曲面 (x1)2 + · · · + (xr)2 − (xr+1)2 − · · · − (xn+1)2 = 1 ただし、1 ≤ r ≤ n + 1
• 無心 2次超曲面 xn+1 = ((x1)2 + · · · + (xr)2 − (xr+1)2 − · · · − (xn)2)/2 ただし、1 ≤ r ≤ n
例 3.8 (無心 2次超曲面 (放物面) xn+1 = ((x1)2 + · · ·+ (xr)2 − (xr+1)2 − · · · − (xn)2)/2). この 2
次超曲面を (p, q)型 (ただし、p + q = n)、つまり、
xn+1 =
(x1)2 + · · · + (xp)2 − (xp+1)2 − · · · − (xn)2
2
(3.8)
とする。はめ込み f を、はめ込み f : Rn → Rn+1 を














































x1 . . . xp −xp+1 . . . −xn 1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1
をみたすから、{∂1, . . . , ∂n}は単位体積要素である。i ̸= jなら、D∂if∗(∂j) = 0であり、h(∂i, ∂j) = 0
















となり、h(∂j , ∂j) = −1を得る。よって、ξ はアファイン法ベクトル場である。p, qともに 0でな
いならば、不定値である。p = n, q = 0なら正定値である。p = 0, q = nなら負定値であるが、ア
ファイン法ベクトル場を逆向きにとることで正定値とできる。
例 3.9 (有心 2次超曲面 (楕円面) (x1)2 + · · · + (xn+1)2 = 1).
f(a1, . . . , an) =

cos a1 cos a2 . . . cos an−1 cos an
cos a1 cos a2 . . . cos an−1 sin an
...










− cos a1 . . . sin ai . . . cos an
...






















とすると、g(ξ, ξ) = 1, g(ξ, fi) = 0となる。DXf∗(Y ) = f∗(∇XY ) + h(X,Y )ξより、






− cos a1 . . . cos ai . . . cos an
...





















= cos a21 . . . cos a
2
i−1 ≥ 0 (3.15)





cos a1 . . . sin ai . . . sin aj . . . cos an
...























例 3.10 (有心 2次超曲面 (双曲面) (x1)2+· · ·+(xr+1)2−(xr+2)2−· · ·−(xn+1)2 = 1). 0 ≤ r ≤ n−1
とする。
f(u, a1, . . . , ar, b1, . . . , bn−r−1) =

cosh u cos a1 cos a2 . . . cos ar−1 cos ar
cosh u cos a1 cos a2 . . . cos ar−1 sin ar
...
cosh u cos a1 sin a2
cosh u sin a1
sinhu cos b1 cos b2 . . . cos bn−r−2 cos bn−r−1
sinhu cos b1 cos b2 . . . cos bn−r−2 sin bn−r−1
...










sinhu cos a1 cos a2 . . . cos ar−1 cos ar
sinhu cos a1 cos a2 . . . cos ar−1 sin ar
...
sinhu cos a1 sin a2
sinhu sin a1
cosh u cos b1 cos b2 . . . cos bn−r−2 cos bn−r−1
cosh u cos b1 cos b2 . . . cos bn−r−2 sin bn−r−1
...
cosh u cos b1 sin b2







− cosh u cos a1 . . . sin ai . . . cos ar
...













− sinhu cos b1 . . . sin bj . . . cos bn−r−1
...
























とすると、g(ξ, ξ) = 1, g(ξ, ∂f∂u ) = g(ξ,
∂f
∂ai






cosh u cos a1 . . . cos ar
...
cosh u sin a1



























− cosh u cos a1 . . . cos ai . . . cos ar
...





















= cosh u2 cos a21 . . . cos a
2









− sinhu cos b1 . . . cos bj . . . cos bn−r−1
...





















= − sinhu2 cos b21 . . . cos b2j−1 ≤ 0 (3.28)





cosh u cos a1 . . . sin ai1 . . . sin ai2 . . . cos ar
...































sinhu sin b1 . . . sin bj1 . . . sin bj2 . . . cos bn−r−1
...



























− sinhu cos a1 . . . sin ai . . . cos ar
...






























− cosh u cos b1 . . . sin bj . . . cos bn−r−1
...













































定義 3.2. R3 の曲面M2 が線織曲面であるとは、各点に対し、その点を通るR3 のある開線分が
M2 上にあることである。つまり、ある曲線 α(u), β(u)に対し f : M2 → R3 が、

























































































































図 13: z = xy + log x
50











































∇∂x∂x = ∇∂x∂y = ∇∂y∂x = ∇∂y∂y = 0
および
h(∂x, ∂x) = Φ′′, h(∂x∂y) = 1, h(∂y, ∂y) = 0
が得られ、









以下、(x1, x2) := (x, y)と書くことにする。3次形式 C = ∇hは
C111 := C(∂x, ∂x, ∂x) = Φ(3)
C112 := C(∂x, ∂x, ∂y) = 0
C122 := C(∂x, ∂y, ∂y) = 0
C222 := C(∂y, ∂y, ∂y) = 0
の値を持つ。一方、h11 := h(∂x, ∂x) = Φ′′, h12 := h(∂x∂y) = 1, h22 := h(∂y, ∂y) = 0 より、













となる。非固有アファイン球面なので、H = 0である。命題 2.30から、ρ̂ = 0、よってアファイン
計量 hは平坦である。
よって、勝手な関数 Φ(x)に対し、グラフ z = xy + Φ(x)はアファイン計量が平坦な線織された
非固有アファイン球面である。
例 3.16 (f(u, v) = uA(v) + A′(v)). 曲線 A(v)を
det[A(v), A′(v), A′′(v)] = 1 (3.44)
を満たすものと仮定する。この A(v)を用いた非退化曲面
f(u, v) = uA(v) + A′(v) (3.45)
を考える。
f∗(∂u) = fu = A(v)
f∗(∂v) = fv = uA′(v) + A′′(v)
D∂uf∗(∂u) = fuu = 0
D∂uf∗(∂v) = fuv = A
′(v)
D∂vf∗(∂v) = fvv = uA
′′(v) + A′′′(v)
から、L := det[fu, fv, fuu],M := det[fu, fv, fuv], N := [fu, fv, fvv]とおくと、
L = det[A, uA′ + A′′, 0] = 0 (3.46)
M = det[A, uA′ + uA′′, A′]
= det[A,A′′, A′]
= −det[A,A′, A′′] = −1 (3.47)
N = det[A, uA′ + A′′, uA′′ + A′′′]
= u2 det[A,A′, A′′] + u det[A,A′, A′′′] + u det[A,A′′, A′′] + det[A,A′′, A′′′]







= det[A′, A′, A′′] + det[A,A′′, A′′] + det[A,A′, A′′′]
= det[A,A′, A′′′] (3.49)
である。一方、Ē := h̄(∂u, ∂u), F̄ := h̄(∂u, ∂v), Ḡ := h̄(∂v, ∂v)とすると、
fuu = f∗(∇∂u∂u) + Eξ (3.50)
fuv = f∗(∇∂u∂v) + Fξ (3.51)
fvv = f∗(∇∂v∂v) + Gξ (3.52)
(3.53)
となるから、
L = det[fu, fv, fuu]
= Ē det[fu, fv, ξ] (3.54)
M = det[fu, fv, fuv]
= F̄ det[fu, fv, ξ] (3.55)
N = det[fu, fv, fvv]
= Ḡ det[fu, fv, ξ] (3.56)
である。よって、
LN − M2 = (ĒḠ − F̄ 2)(det[fu, fv, ξ])2 (3.57)
がなりたち、LN − M2 = −1から曲面が非退化であることがわかる。
θ̄(∂u, ∂v) = det[fufv ξ̄]を aとおく。このとき、LN −M2 = (ĒḠ− F̄ 2)a2である。θ̄(∂u, 1a∂v) = 1
がなりたつから、
detθ̄ h̄ = det
[



























であり、|detθ̄ h̄| = 1a4 である。よってアファイン法線ベクトル場 ξは
1
a ξ̄とおけばよい。このとき
det[fufvξ] = 1であるから、E = L,F = M, G = N である。
(1.76)より、
△f = −(Gfu + fv)u − (fu)v






= ±(uA + A′)
= ±f
が得られる。この式から、ξは中心アファイン横断的ベクトル場ということがわかる。ここで、た
とえば ξ = −f とおくと、S = I となって固有アファイン超級面であるということがわかる。
注意 3.2.
A(v) =





定義 3.3. R3 の曲面M2 が等質曲面であるとは、曲面がR3 のアファイン変換群として作用する
リー群の軌道として得られるときをいう。
SA(n + 1)によってRn+1の等積変換からなる群を表すことにする。ϕ : G → SA(n + 1)を n次
元リー群の SA(n + 1)への同型写像とする。ある点 x0 ∈ Rn+1 について、
f(g) := ϕ(g)x0 (3.59)
が GのRn+1 へのはめ込みになっているとする。つまり、軌道 f(G) = ϕ(G)x0 は超曲面である。
a, g ∈ Gについて
f(ag) = ϕ(ag)x0 = ϕ(a)ϕ(g)x0 = ϕ(a)f(g) (3.60)
である。Lg(x) := gxとすると、
f ◦ La = ϕ(a) ◦ f (3.61)
がなりたつ。∀g ∈ G, (Lg)∗X = X をみたすベクトル場 X を左不変なベクトル場というが、左不
変なベクトル場のつくるリー環を TeGと同一視する。
ここで、ϕ(a)x0 = x0 が単位元 eのみについて成立し、f : G → Rn+1 に関して横断的でかつ同
変なベクトル場、すなわち ξag = ϕ(a)ξg となるベクトル場 ξがあるとする。
補題 3.3. ξ が等積であるためには ϕ∗(X)ξe が各 X ∈ gについて f∗(TeG)の元になることが必要
十分である。






















補題 3.4. X,Y を Gの左不変なベクトル場とする。ξを等積横断ベクトル場とする。
DXf∗(Y ) = f∗(∇XY ) + h(X, Y )ξ
DXξ = −f∗(SX)
によって、誘導接続∇とアファイン基本形式 h、型作用素 S を定めたとき、左不変となる。また
誘導される体積要素 θも同様の不変性をみたす。
証明




= ϕ(a)∗[f∗(∇XY )g + hg(X, Y )ξg]
= f∗((La)∗(∇XY ))g + hg(X,Y )ξag




Y ∈ gに対し at に沿うベクトル場を Yt := (Lat)∗Ye, Ye = Y ∈ TeGとして定める。
f∗(Yt) = f∗((Lat)∗Ye)
= ϕ(at)∗f∗(Ye)



























ϕ∗(X)ϕ∗(Y )x0 = f∗(∇XY ) + h(X, Y )ξe
= ϕ∗(∇XY )x0 + h(X, Y )ξe
が得られる。













例 3.17 (2 次曲面). x = t(x, y, z, 1) としたとき、スカラーを成分とするある行列 H に関して
tx H x = 0をみたす点の集合が 2次曲面である。それぞれ、
楕円放物面 H =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 −1




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 −1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0








X · x0 := ϕ∗(X) · x0
XY · x0 := ϕ∗(X)ϕ∗(Y ) · x0
X · ξe := ϕ∗(X) · ξe
と書くことにする。
例 3.18 (xyz = 1). t[x, y, z]に作用する行列
g =
a 0 00 b 0
0 0 1ab
 ; a, b > 0 (3.69)
















図 14: xyz = 1

















とすると、[X, Y ] = 0であり、
























































































































































= [SX SY ]
[
h(Y,X) h(Y, Y )
−h(X, X) −h(X,Y )
]






























= [−X − Y ]
より、S = −I となる。








 ; a1, . . . , an > 0 (3.90)
からなる群に関して等積的に等質となる。
例 3.19 ((x2 + y2)z = 1). t[x, y, z]に作用する行列
g =
c cos t −c sin t 0c sin t c cos t 0
0 0 c−2
 ; c > 0, t ∈ R (3.91)
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図 15: (x2 + y2)z = 1
し、f(g) = ϕ(g)x0 =











0 −1 01 0 0
0 0 0
 (3.93)
とすると、[X, Y ] = 0であり、










XX · x0 =
10
4
 = −X · x0 + 2ξ (3.96)
XY · x0 =
01
0
 = Y · x0 (3.97)
Y X · x0 =
01
0
 = Y · x0 (3.98)
Y Y · x0 =
01
1
 = −13X − 23ξ (3.99)
より、
∇XX = −X (3.100)
∇XY = ∇Y X = Y (3.101)





h(X, X) = 2 (3.103)
h(X,Y ) = h(Y, X) = 0 (3.104)








R(X, Y )X = 2Y (3.107)




(∇X)R(X, Y )X = 4Y (3.109)



























X − 3Y ]
61
から得られる。
例 3.20 (x2(z − y2)3 = 1). t[z, y, x, 1]に作用する行列
g =

a−3 0 0 0
0 a2 2ab b2
0 0 a b
0 0 0 1
 ; a > 0, b ∈ R (3.112)














図 16: x2(z − y2)3 = 1












とする。この群のリー環の基底 {X, Y }を
X =

−3 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0




0 0 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1





0 0 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1

























 = −X · x0 + 6ξ (3.118)






 = Y · x0 (3.119)






 = 0 (3.120)






 = 25X + 65ξ (3.121)
より、
∇XX = −X (3.122)
∇XY = Y (3.123)






h(X,X) = 6 (3.126)
h(X, Y ) = h(Y,X) = 0 (3.127)






R(X,Y )Y = −6
5
X (3.129)




X = −2R(X, Y )Y (3.131)
(∇X)R(X, Y )X = 0 (3.132)
(∇Y )R(X,Y )Y = 0 (3.133)
(∇Y )R(X, Y )X = 0 (3.134)


















例 3.21 (x2(z − y2)3 = −1). t[z, y, x, 1]に作用する行列
g =

a−3 0 0 0
0 a2 2ab b2
0 0 a b
0 0 0 1

















図 17: x2(z − y2)3 = −1
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とする。この群のリー環の基底 {X, Y }を
X =

−3 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0




0 0 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1





0 0 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1
0 0 0 0
 (3.138)
が成り立ち、






















 = −X · x0 + 6ξ (3.141)






 = Y · x0 (3.142)






 = 0 (3.143)






 = −25X − 65ξ (3.144)
より、
∇XX = −X (3.145)
∇XY = Y (3.146)
∇Y X = 0 (3.147)





h(X, X) = 6 (3.149)
h(X,Y ) = h(Y, X) = 0 (3.150)








R(X,Y )X = 0 (3.153)
(∇X)R(X, Y )Y = −
12
5
X = −2R(X, Y )Y (3.154)
(∇X)R(X,Y )X = 0 (3.155)
(∇Y )R(X, Y )Y = 0 (3.156)
(∇Y )R(X,Y )X = 0 (3.157)
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例 3.22 (ケーレー曲面 z = xy − x3/3). t[z, y, x, 1]に作用する行列
g =

1 b a ab − b
3
3
0 1 b a
0 0 1 b
0 0 0 1
 ; a, b ∈ R (3.158)
















例 3.23 (z = xy + log x). t[z, x, y, 1]に作用する行列
g =

1 ba 0 − log a
0 1a 0 0
0 0 a b
0 0 0 1
 ; a > 0, b ∈ R (3.159)







し、f(g) = ϕ(g)x0 =

b









補題 4.1. f : M → Rn+1をブラシュケ構造を持つ非退化超曲面とする。もし、C ≡ 0なら、超曲
面はアファイン超球面である。
証明 C ≡ 0より、∀X ∈ X(M)に対し、∇Xh = 0、つまり∀X, Y, Z ∈ X(M)に対し、Xh(Y, Z) =
h(∇XY,Z) + h(∇XZ, Y )であるから、
h(R(X, Y )Y, Y ) = h(∇X∇Y Y −∇Y ∇XY −∇[X,Y ]Y, Y )
= Xh(∇Y Y, Y ) − h(∇XY,∇Y Y ) − Y h(∇XY, Y ) + h(∇Y Y,∇XY ) − h(∇[X,Y ]Y, Y )




XY h(Y, Y ) − 1
2
Y Xh(Y, Y ) − 1
2
[X, Y ]h(Y, Y )
= 0
である。一方、ガウスの方程式 R(X, Y )Z = h(Y, Z)SX − h(X,Z)SY から、
h(R(X, Y )Y, Y ) = h(h(Y, Y )SX − h(X, Y )SY, Y )
= h(Y, Y )h(SX, Y ) − h(X, Y )h(SY, Y )
であるから、
h(Y, Y )h(SX, Y ) = h(X,Y )h(SY, Y )
である。このとき、hの直交基底 {X1, . . . , Xn}をとると、
h(Xj , Xj)h(SXi, Xj) = h(Xi, Xj)h(SXj , Xj)
となる。よって i ̸= j のとき h(SXi, Xj) = 0 である。このことからあるスカラー ρi について
1 ≤ i ≤ nで SXi = ρiXi となることがわかる。補題 2.19よりすべての iについて ρi は等しいこ
とがわかり、よってある ρ ∈ Rについて S = ρI となる。
定理 4.2 (ピック・ベアワルトの定理). f : M → Rn+1をブラシュケ構造を持つ非退化超曲面とす
る。もし、C ≡ 0なら、f(M)はRn+1 の 2次超曲面の開集合である。
証明 fに沿った (0,2)型テンソル場 gを次のように定義する。∀x ∈ Mについて、gxはTf(x)Rn+1
上の対称双線形関数であって、
∀X, Y ∈ TxM g(f∗X, f∗Y ) = h(X, Y ) (4.1)
∀X ∈ TxM g(f∗X, ξ) = 0 (4.2)
g(ξ, ξ) = ρ (4.3)
によって定義される。ただし、ξはアファイン法ベクトル場、ρは S = ρI をみたす定数とする。
g が Rn+1 で平行、つまり ∀X ∈ TxM について DXg = 0 であることを示す。そのためには
∀X ∈ TxM と f に沿ったベクトル場 U, V に対して、
Xg(U, V ) = g(DXU, V ) + g(U,DXV )
が成り立てばよい。三つの場合に分けて証明する。
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(i) ある Y, Z ∈ X(M)が U = f∗(Y ), V = f∗(Z)をみたすとき
Xg(U, V ) = Xg(f∗Y, f∗Z) = Xh(Y,Z)
= h(∇XY,Z) + h(Y,∇XZ)
g(DXU, V ) = g(DXf∗Y, f∗Z)
= g(f∗(∇XY ) + h(X, Y )ξ, f∗Z)
= g(f∗(∇XY ), f∗Z) + h(X,Y )g(ξ, f∗Z)
= h(∇XY,Z)
g(U,DXV ) = h(Y,∇XZ)
(ii) ある Y ∈ X(M)が U = f∗(Y )をみたし、V = ξであるとき
Xg(U, V ) = Xg(f∗Y, ξ) = 0
g(DXU, V ) = g(DXf∗Y, ξ)
= g(f∗(∇XY ) + h(X, Y )ξ, ξ)
= g(f∗(∇XY ), ξ) + h(X,Y )g(ξ, ξ)
= h(X, Y )ρ
g(U,DXV ) = g(f∗Y, DXξ)
= g(f∗Y,−f∗(SX))
= −g(f∗Y, f∗(ρX))
= −ρg(f∗X, f∗Y )
= −ρh(X, Y )
(iii) U = V = ξであるとき
Xg(U, V ) = Xg(ξ, ξ) = 0
g(DXU, V ) = g(U,DXV ) = g(DXξ, ξ)
= g(−f∗(SX), ξ)
= 0
f に沿った 1次形式 λを次のように定義する。∀x ∈ M について、
∀X ∈ TxM, λ(f∗X) = g(f∗X, f(x))
λ(ξ) = g(ξ, f(x)) + 1
によって定義される。ただし、f(x)は点 f(x)での位置ベクトルである。
λがRn+1 で平行、つまり ∀X ∈ TxM についてDXλ = 0であることを示す。∀X ∈ TxM,Z ∈
X(M)に対して、
(DXλ)(f∗Y ) = X(λ(f∗Y )) − λ(DXf∗Y )
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である。
X(λ(f∗Y )) = Xg(f∗Y, f(x))
= g(DXf∗Y, f(x)) + g(f∗Y, DX(f(x)))
= g(f∗(∇XY ) + h(X, Y )ξ, f(x)) + g(f∗Y, f∗X)
= g(f∗(∇XY ), f(x)) + h(X, Y )g(ξ, f(x)) + g(f∗X, f∗Y )
= g(f∗(∇XY ), f(x)) + h(X, Y )g(ξ, f(x)) + h(X,Y )
λ(DXf∗Y ) = λ(f∗(∇XY ) + h(X,Y )ξ)
= λ(f∗(∇XY )) + h(X, Y )λ(ξ)
= g(f∗(∇XY ), f(x)) + h(X, Y )(g(ξ, f(x)) + 1)
よって、(DXλ)(f∗Y ) = 0である。また、
(DXλ)(ξ) = X(λ(ξ)) − λ(DXξ)
= X(g(ξ, f(x)) + 1) + λ(f∗(SX))
= Xg(ξ, f(x)) + λ(f∗(SX))
= g(DXξ, f(x)) + g(ξ, DX(f(x))) + λ(f∗(SX))
= g(−f∗(SX), f(x)) + g(ξ, f∗X) + λ(f∗(SX))
= −λ(f∗(SX)) + λ(f∗(SX))
= 0
である。よって、λは平行である。
このことから、ある a ∈ Rn+1 があって λ(U) = ⟨U, a⟩となり、よって、あるRn+1 上のアファ
イン関数 ψがあって、dψ = λをみたすようにできる。さらに p ∈ Rn+1に対し、ϕ(p) := g(p, p)/2
とし、∀x ∈ M で ψ(f(x)) = ϕ(f(x))となるようにできる。ゆえに、∀X ∈ TxM について








である。よって、d(ϕ ◦ f) = d(ψ ◦ f)となり、C をある定数としてM 上で ϕ ◦ f = ψ ◦ f + C と
なる。gはRn+1で平行だから、{u1, . . . , un+1}を任意のアファイン座標系としたとき、ある定数













系 4.3. f : M → Rn+1をブラシュケ構造を持つ非退化超曲面とする。∇を余法線写像から誘導さ
れる接続とするとき、f(M)が 2次超曲面である必要十分条件は∇ = ∇である。
証明 命題 2.51から∇は∇の共役接続となり、系 1.14・系 2.24から∇ = ∇は C ≡ 0と同値、
よってピックベアワルトの定理からこの条件はM が 2次超曲面であることと同値。
4.2 曲面上の 3次形式
定義 4.1. ∀x ∈ M で C ≡ 0でないとする。C(X, X, X) = 0をみたすベクトル X ̸= 0を C の零
方向とよぶ。
命題 4.4. hが正定値であれば C は 3つの異なる零方向をもつ。
証明 {X1, X2}を hij = δij となる接空間の基底とする。アポーラリティ(2.48)から
C111 + C122 = 0
C112 + C222 = 0
が成り立つ。a = C111, b = C112 とおき、X = x1X1 + x2X2 とすると、
C(X, X,X) = (x1)3C111 + 3(x1)2x2C112 + 3x1(x2)2C122 + (x2)3C222
= a(x1)3 + b(x1)2x2 − 3ax1(x2)2 − b(x2)3 (4.4)
である。
(i) b = 0のとき、
C(X, X,X) = ax1((x1)2 − 3(x2)2)











a ̸= 0のときは c = a/bとおくと、
C(X, X,X) = bc(x1)3 + b(x1)2x2 − 3bcx1(x2)2 − b(x2)3
= −b((x2)3 + 3cx1(x2)2 − 3(x1)2x2 − c(x1)3)
である。x1 = 0または x2 = 0一方が成り立てばもう一方が成り立つがこれは零方向とは言
えない。x1 も x2 も 0でないとし、t = x2/x1 とおくと、
C(X, X,X) = −b(x1)3(t3 + 3ct2 − 3t − c)
となる。
f(t) = t3 + 3ct2 − 3t − c
とおくと、
f ′(t) = 3t2 + 6ct − 3
= 3(t2 + 2ct − 1)
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である。t2 + 2ct − 1 = 0の解は t = −c ±
√
c2 + 1であるから、
c1 = −c −
√
c2 + 1






c2 + 1) = 4c(c2 + 1) ∓ 2(2c2 + 1)
√
c2 + 1
となるから、c > 0のとき f(c1) > 0、c < 0のとき f(c2) < 0がわかる。
(2c2 + 1)2 − 4c2(c2 + 1) = 1
より 2|c|
√
c2 + 1 < 2c2 + 1が得られる。c > 0のとき、
f(c2) = 4c(c2 + 1) − (4c2 + 2)
√
c2 + 1 < 0
が、c < 0のとき、
f(c1) = 4c(c2 + 1) + (4c2 + 2)
√
c2 + 1 > 0
が得られる。よって f(t)は t < c1, c1 < t < c2, c2 < tの範囲でそれぞれ異なる解があること
がわかり、異なる零方向が 3つ存在することが示された。
命題 4.5. hが不定値であれば次のいずれかが成り立つ。
(i) C は重複度 1の零方向をもち、C(X, X,X) = µ(X)g(X,X)の形に書かれる。ただし、µは
1次形式、gは TxM の定値な内積であり、ともにスカラー倍を除いて定まる。
(ii) C は重複度 3の零方向をもち、あるX ̸= 0 ∈ TxM について、
h(X, X) = 0
∀U, V ∈ TxM, C(X, U, V ) = 0
である。また、ある Y ∈ TxM について、
h(Y, Y ) = 0
h(X, Y ) = 1
C(Y, Y, Y ) = 1
である。このベクトルの組 {X, Y }は一意に定まり、X の方向も一意的である。
特に場合 (ii)が起きるのは J = 0に限る。
証明 {X1, X2}を h11 = h22 = 0, h12 = 1となる接空間の基底とする。アポーラリティ(2.48)か
ら C112 = C122 = 0が得られ、
C(X,X, X) = C111(x1)3 + C222(x2)3 (4.5)
である。
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(i) C111 ̸= 0および C222 ̸= 0であるとする。C111 = α,C222 = β とすると、
C(X, X, X) = (αx1 + βx2)(α2(x1)2 − αβx1x2 + β2(x2)2)
である。
µ(x1X1 + x2X2) = αx1 + βx2
g(x1X1 + x2X2, y1X1 + y2X2) = α2
1
2
αβ(x1y2 + x2y1) + β2x2y2
とおくと、gは正定値計量であり、C はただ 1つの零方向をもつ。
(ii) C111 = 0なら Z = (1, 0)が重複度 3の零方向である。任意の i, j に関し C1ij = 0であるか










とおけば h(X, X) = 0, h(X, Y ) = 1, h(Y, Y ) = 0, C(Y, Y, Y ) = 1および ∀U, V ∈ TxM,
C(X, U, V ) = 0が成り立つ。C222 = 0なら Z = (0, 1)が重複度 3の零方向であり、同様の議
論ができる。
一方、






であるから J = 0の必要十分条件は場合 (ii)となる。
命題 4.6. J ̸= 0とする。このとき、アファイン法線 ξ を ξ/λにとりかえることで J = 2とでき、
そのような ξは一意に決まる。接ベクトル場の基底 {X1, X2}を
h(Xi, Xj) = ϵiδij , ϵ1 = 1, ϵ2 = ϵ = ±1
をみたすものとする。この {X1, X2}を、
C222 = 0, C111 = −2, C112 = 0, C122 = 2ϵ
が成り立つように選ぶことができる。その選び方は有限通りである。
証明 アファイン法線 ξ を ξ/λにとりかえると、h̄ij = λhij , h̄ij = 1λh
ij , C̄ijk = λCijk となる。
よって、J̄ = 1λJ となるから、J = 2とおくことができる。
ϵ = 1のときは命題 4.4から、ϵ = −1のときは命題 4.5から、それぞれ C222 = 0となる基底
{X1, X2}が存在する。アポーラリティより C112 = 0, C111 + ϵC122 = 0がなりたつ。J = 2より
h(C,C) = 16であるから、
h(C, C) = (C111)2 + 3(C112)2 + 3(C122)2 + (C222)2
= (C111)2 + 3(C122)2
= 4(C111)2
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より、C111 = ±2である。もし、C111 = 2なら、基底を {−X1,−X2}にとりかえれば、hの値は
変わらないまま C111 = −2になるから、C111 = −2としてよい。ふたたびアポーラリティから
C122 = 2ϵが得られる。基底のとり方も有限通りである。
命題 4.7. J = 0とする。このとき C ̸= 0ならば hは不定値である。
証明 仮に hが定値であるとする。接ベクトル場の基底 {X1, X2}を
h(Xi, Xj) = ϵiδij , ϵ1 = 1, ϵ2 = ϵ = ±1
をみたすものとしてとると、アポーラリティより C111 + ϵC122 = 0, C112 + ϵC222 = 0が得られ、
h(C, C) = (C111)2 + 3(C112)2 + 3(C122)2 + (C222)2
= 4(C111)2 + 4(C222)2
より、C = 0となる。
命題 4.8. J = 0, C ̸= 0とする。接ベクトル場の基底 {X1, X2}を
h(X1, X1) = h(X2, X2) = 0, h(X1, X2) = 1
をみたすものとする。この {X1, X2}を、
C222 = 0, C111 = −2, C112 = 0, C122 = 0
が成り立つように選ぶことができる。その選び方は一意である。
証明 アポーラリティから C112 = C122 = 0がえられ、






となる。C ̸= 0より、C111 ̸= 0と仮定すると C222 = 0となる。C111 = −2とする。基底の存在は
命題 4.5からわかる。
4.3 線織曲面であるための条件
定理 4.9. 非退化曲面M2 が線織曲面ならば、M のアファイン計量が不定値でピック不変量が各
点で 0である。
証明 M は線織曲面であるから ∀x0 ∈ M を通る t(−ϵ < t < ϵ)をアファイン径数とする開線分
xt が曲面上にある。
Dtf∗(−→xt) = f∗(∇t−→xt) + h(−→xt ,−→xt)ξ = 0
から∇t−→xt = 0, h(−→xt ,−→xt) = 0が得られ、




h(−→xt ,−→xt) − 2h(∇t−→xt ,−→xt)
= 0
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が成り立つ。x0 で X1 = −→x0 として、h11 = 0, C111 = 0 となる。さらにベクトル X2 を h12 =






定義 4.2. 多様体M 上の直線場 [X]とは、1次元微分可能分布のことである。
定理 4.10. 非退化曲面M2 に対しピック不変量が各点で 0で、3次形式はすべての点で 0になら
ないとする。このとき、M の直線場 [X]で、∀x ∈ M に対し xを通る [X]の積分曲線がM 上に
あり、かつR3 の開線分となるものが存在する。
証明 命題 4.7からアファイン計量 hは不定値。命題 4.5から ∀x ∈ M において
h(X,X) = 0
∀U, V ∈ TxM, C(X,U, V ) = 0
をみたすX ∈ TxM が存在し、これを局所的なベクトル場としてみることができる。さらに Y を
h(Y, Y ) = 0
h(X, Y ) = 1
C(Y, Y, Y ) = 1
をみたすベクトル場とする。このような {X, Y }の組は一意的・大域的に得られる。











C(X,X, X) = 0
h(KX , X, Y ) = −
1
2




∇XX = ∇̂XX + KXX = λX
となる。よって、





定理 4.11. 等積変換に関して等質なR3 内の非退化曲面M2 は次の曲面のいずれかにアファイン
合同である。
• xyz = 1
• (x2 + y2)z = 1
• x2(z − y2)3 = 1
• x2(z − y2)3 = −1
• z = xy + 13x
3
• z = xy + log x
• 2次曲面
注意 4.1. 特に J の値、C の値、hの定値性、およびアファイン球面であるかによって次に分か
れる。
J ̸= 0, C ̸= 0, h :定値,M :非球面⇒ x2(z − y2)3 = 1
J ̸= 0, C ̸= 0, h :不定値,M :非球面⇒ x2(z − y2)3 = −1
J ̸= 0, C ̸= 0, h :定値, M :球面⇒ xyz = 1
J ̸= 0, C ̸= 0, h :不定値, M :球面⇒ (x2 + y2)z = 1
J = 0, C ̸= 0(h :不定値,M :球面) ⇒ z = xy + 1
3
x3, z = xy + log x
J = 0, C = 0(M :球面) ⇒ 2次曲面
証明 まず、J ̸= 0とする。命題 4.6より、J = 2となる ξ が一意に決まり、接ベクトル場の基
底 {X1, X2}を
h(Xi, Xj) = ϵiδij , ϵ1 = 1, ϵ2 = ϵ = ±1
をみたし、






0 = C222 = (∇X2h)(X2, X2)
= X2h22 − 2h(∇X2X2, X2)




より Γ222 = 0が、
−2 = C111 = (∇X1h)(X1, X1)
= X1h11 − 2h(∇X1X1, X1)
= −2h(Γ111X1 + Γ211X2, X1)
= −2Γ111h11
= −2Γ111
より Γ111 = 1が得られる。また、
0 = C112 = (∇X1h)(X1, X2)
= −ϵΓ211 − Γ112
と
0 = C112 = (∇X2h)(X1, X1)
= −2Γ121
から Γ121 = 0, Γ
1
12 = −ϵΓ211 が得られる。さらに、
2ϵ = C122 = (∇X2h)(X1, X2)
= −ϵΓ221 − Γ122
と
2ϵ = C122 = (∇X1h)(X2, X2)
= −2ϵΓ212
から Γ212 = −1,Γ221 = −ϵΓ122 − 2が得られる。Γ211 = a,Γ122 = ϵ(b − 1)とおくと、
∇X1X1 = X1 + aX2 (4.6)
∇X1X2 = −ϵaX1 − X2 (4.7)
∇X2X1 = −(b + 1)X2 (4.8)
∇X1X2 = ϵ(b − 1)X1 (4.9)
である。また、
[X1, X2] = ∇X1X2 −∇X2X1 = −ϵaX1 + bX2 (4.10)
となる。
SXi = S1i X1 + S
2
i X2 と書くことにする。リッチの方程式 (2.12)から、
0 = h(X1, SX2) − h(SX1, X2)
= h(X1, S12X1 + S
2
2X2) − h(S11X1 + S21X2, X2)





SX1 = pX1 + qX2 (4.11)
SX2 = ϵqX1 + rX2 (4.12)
とあらわされる。曲面が等積的に等質であるから a, b, p, q, rはすべて定数である。
S に関するコダッチの方程式 (2.11)から
0 = (∇X1S)X2 − (∇X2S)X1
= ∇X1(SX2) − S(∇X1X2) −∇X2(SX1) − S(∇X2X1)
= (ϵq − rϵa − qϵ(b − 1) + ϵap − bϵq)X1 + (aϵq − r + p(b + 1) + ϵaq − br)X2
となり、
−a(p − r) + 2q(b − 1) = 0 (4.13)
2ϵaq + (b + 1)(p − r) = 0 (4.14)
が得られる。また、ガウスの方程式 (2.9)は、
R(X1, X2)X1 + SX2 = 0 (4.15)
R(X1, X2)X2 − ϵSX1 = 0 (4.16)
とあらわされ、
R(X1, X2)X1 = ∇X1∇X2X1 −∇X2∇X1X1 −∇[X1,X2]X1
= 3ϵaX1 + (ϵa2 + (b + 1)(b + 2))X2
SX2 = ϵqX1 + rX2
から、
q + 3a = 0 (4.17)
r + ϵa2 + (b + 1)(b + 2) = 0 (4.18)
が得られ、
R(X1, X2)X2 = ∇X1∇X2X2 −∇X2∇X1X2 −∇[X1,X2]X2
= −ϵ(ϵa2 + (b − 1)(b − 2))X1 − 3ϵaX2
−ϵSX1 = −ϵpX1 − ϵqX2
から、
p + ϵa2 + (b − 1)(b − 2) = 0 (4.19)
q + 3a = 0
が得られる。(4.17)から
q = −3a (4.20)
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である。また、(4.19)の左辺− text(4.18)の左辺 = p − r − 6bであるから、
p − r = 6b (4.21)
がなりたつ。これらから (4.13)は、
0 = −a(p − r) + 2q(b − 1) = −6ab − 6a(b − 1) = −6a(2b − 1)
となり、
a(2b − 1) = 0 (4.22)
が得られる。一方、(4.14)は、
0 = 2ϵaq + (b + 1)(p − r) = −6ϵa2 + 6b(b + 1)
となり、
ϵa2 = b(b + 1) (4.23)
が得られる。よって (4.22)から a = 0または b = 1/2である。つまり、
(i) a = 0b = 0






(i) このとき、(4.17)から q = 0、(4.18)から r = −2、(4.19)から p = −2となる。
DX1f∗(X1) = f∗(X1) + ξ (4.24)
DX2f∗(X1) = −f∗(X2) (4.25)
DX1f∗(X2) = −f∗(X2) (4.26)
DX2f∗(X2) = −ϵf∗(X1) + ϵξ (4.27)
DX1ξ = 2f∗(X1) (4.28)
DX2ξ = 2f∗(X2) (4.29)
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fuu = fu + ξ (4.30)
fuv = −fv (4.31)
fvv = −fu + ξ (4.32)
ξu = 2fu (4.33)
ξv = 2fv (4.34)
をみたすものである。(4.33)(4.34) からある定数ベクトル c について ξ = 2f + c である。
w := f + c/2とおくと、
wuu = wu + 2w (4.35)
wuv = −wv (4.36)
wvv = −ϵwu + 2ϵw (4.37)
となる。w = eku とすると方程式系は
k2eku = keku + 2eku
0 = 0
0 = −ϵkeku + 2ϵeku
となり、k = 2が解になる。w = eku + elv とすると方程式系は
k2eku+lv = keku+lv + 2eku+lv
kleku+lv = −leku+lv
l2eku+lv = −ϵkeku+lv + 2ϵeku+lv
となり、
k2 = k + 2
kl = −l
l2 = 3ϵ






















、つまり (x2 + y2)z = 1が得られる。
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(ii) この場合は (4.17)から q = 0、(4.18)から r = 0、(4.19)から p = −6となり、
DX1f∗(X1) = f∗(X1) + ξ (4.40)
DX2f∗(X1) = 0 (4.41)
DX1f∗(X2) = −f∗(X2) (4.42)
DX2f∗(X2) = −2ϵf∗(X1) + ϵξ (4.43)
DX1ξ = 6f∗(X1) (4.44)
DX2ξ = 0 (4.45)




fuu = fu + ξ (4.46)
fuv = 0 (4.47)
ϵe−2ufvv = −fu + ξ (4.48)
ξu = 6fu (4.49)
ξv = 0 (4.50)
をみたすものである。(4.47)からあるベクトル ϕ(u), ψ(v)について f = ϕ(u) + ψ(v)とおけ
る。(4.49)からあるベクトル χ(v)について ξ = 6f + χ(v)である。さらに (4.50)をあわせる
と、ξv = 6fv + χ′(v) = 6ψ′(v) + χ′(v) = 0より、6ψ + χ = const.となる。よって ϕを選び
なおして ξ = 6ϕとできる。(4.48)の式は
e−2ψ′′(v) = −2ϵϕ′(u) + 6ϵϕ(u)
ψ′′(v) = 2ϵe2u(−ϕ′(u) + 3ϕ(u))
となる。左辺はvにのみより、右辺はuにのみよるから、両辺とも定数である。A := ϵe2u(−ϕ′(u)+
3ϕ(u))とおくと、ψ′′(v) = Aとなり、ある定数ベクトルB,Cを用いて、ψ(v) = Av2+Bv+C























+ Bv + De3u + C (4.51)















x2(z − y2)3 = 1 (4.53)
であり、ϵ = −1のときは
x2(z − y2)3 = −1 (4.54)
である。






cos θ − sin θ




















h′11 = 1 (4.57)
h′12 = 0 (4.58)
h′21 = 0 (4.59)
h′22 = 1 (4.60)
C ′111 = −2 (4.61)
C ′112 = 0 (4.62)
C ′122 = 2 (4.63)
C ′222 = 0 (4.64)
∇X ′1X ′1 = X ′1 (4.65)
∇X ′1X ′2 = −X ′2 (4.66)
∇X ′2X ′1 = 0 (4.67)
∇X ′2X ′2 = −2ϵX ′1 (4.68)
となり、a = 0, b = −1, ϵ = 1の場合に帰着される。
次に、J = 0とする。C = 0ならピック・ベアワルトの定理より 2次曲面である。第 3章第 1節
の議論から非退化なすべての場合が考えられる。
C ̸= 0の場合を考える。命題 4.7より、計量は不定値である。接ベクトル場の基底 { X1, X2 } を
h(X1, X1) = h(X2, X2) = 0, h(X1, X2) = 1
をみたすものとし、さらに命題 4.8より、
C222 = 0, C111 = −2, C112 = 0, C122 = 0
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が成り立つようとする。
0 = C222 = (∇X2h)(X2, X2)
= X2h22 − 2h(∇X2X2, X2)
= −2h(Γ122X1 + Γ222X2, X2)
= −2Γ122h12
= −2Γ122
より Γ122 = 0が、
−2 = C111 = (∇X1h)(X1, X1)
= X1h11 − 2h(∇X1X1, X1)
= −2h(Γ111X1 + Γ211X2, X1)
= −2Γ211h12
= −2Γ211
より Γ211 = 1が得られる。また、
0 = C112 = (∇X1h)(X1, X2)
= −Γ111 − Γ212
と
0 = C112 = (∇X2h)(X1, X1)
= −2Γ221





2ϵ = C122 = (∇X2h)(X1, X2)
= −Γ121 − Γ222
と
2ϵ = C122 = (∇X1h)(X2, X2)
= −2Γ112
から Γ212 = −1,Γ221 = −ϵΓ122 − 2が得られる。Γ111 = a,Γ222 = bとおくと、
∇X1X1 = aX1 + X2 (4.69)
∇X1X2 = −aX2 (4.70)
∇X2X1 = −bX1 (4.71)
∇X1X2 = bX2 (4.72)
である。また、




0 = h(X1, SX2) − h(SX1, X2)
= h(X1, S12X1 + S
2
2X2) − h(S11X1 + S21X2, X2)




SX1 = pX1 + qX2 (4.74)
SX2 = rX1 + pX2 (4.75)
とあらわされる。曲面は等積的に等質であるからやはり a, b, p, q, rはすべて定数である。
S に関するコダッチの方程式 (2.11)から
0 = (∇X1S)X2 − (∇X2S)X1
= ∇X1(SX2) − S(∇X1X2) −∇X2(SX1) − S(∇X2X1)
= 2arX1 + (r − 2bq)X2
となり、
ar = 0 (4.76)
r = 2bq (4.77)
が得られる。また、ガウスの方程式 (2.9)は、
R(X1, X2)X1 − SX1 = 0 (4.78)
R(X1, X2)X2 + SX2 = 0 (4.79)
とあらわされ、
R(X1, X2)X1 = ∇X1∇X2X1 −∇X2∇X1X1 −∇[X1,X2]X1
= −2abX1 − 3bX2
SX1 = pX1 + qX2
R(X1, X2)X2 = ∇X1∇X2X2 −∇X2∇X1X2 −∇[X1,X2]X2
= 2abX2
SX2 = rX1 + pX2
から、
p = −2ab (4.80)
q = −3b (4.81)
r = 0 (4.82)
が得られる。(4.77)と (4.82)から bq = 0である。これと (4.81)から b = q = 0がなりたつ。さら
にこれを (4.80)に代入すると p = 0が得られる。
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よって、
DX1f∗(X1) = af∗(X1) + f∗(X2) (4.83)
DX2f∗(X1) = ξ (4.84)
DX1f∗(X2) = −af∗(X2) + ξ (4.85)
DX2f∗(X2) = 0 (4.86)
DX1ξ = 0 (4.87)
DX2ξ = 0 (4.88)




fuu = afu + e−aufv (4.89)
fuv = eauξ (4.90)
fvv = 0 (4.91)
ξu = 0 (4.92)
ξv = 0 (4.93)
をみたすものである。(4.92)(4.93)から ξはある定数ベクトルである。
(i) a = 0のとき
fuu = fv (4.94)
fuv = ξ (4.95)
fvv = 0 (4.96)
となる。(4.96)から、ある uに関するベクトル A(u), B(u)に関して
f = A(u)v + B(u) (4.97)
となり、これを u, vで微分して
fuv = A′(u) (4.98)
が得られる。(4.95)とあわせて
A′(u) = ξ (4.99)
となって、ある定数ベクトル C に関して
A(u) = uξ + C (4.100)
となる。また、(4.97)を uで 2回微分して
fuu = A′′(u)v + B′′(u) = B′′(u) (4.101)
を得る。一方、(4.94)は、























C + uD + E (4.104)
が得られる。
x = −u (4.105)








とおくと、z = xy + 13x
3 である。
(ii) a ̸= 0のとき
fuu = afu + e−aufv (4.108)
fuv = eauξ (4.109)
fvv = 0 (4.110)
となる。(4.110)から、ある uに関するベクトル A(u), B(u)に関して
f = A(u)v + B(u) (4.111)
となり、これを u, vで微分して
fuv = A′(u) (4.112)
が得られる。(4.109)とあわせて





ξ + C (4.114)
となる。また、(4.111)を uで 2回微分して
fuu = A′′(u)v + B′′(u) = aeauvξ + B′′(u) (4.115)
を得る。一方、
fu = A′(u)v + B′(u)




fuu = afu + e−aufv
= aeauvξ + aB′(u) +
1
a
ξ + e−auC (4.116)
となるから、
B′′(u) = aB′(u) +
1
a
ξ + e−auC (4.117)
が得られる。
(e−auB′(u))′ = −ae−auB′(u) + e−auB′′(u)












C + D (4.118)





C + eauD (4.119)
となり、さらにある定数ベクトル E に関して














































− log a − 1
2
(4.124)
とおくと、z = xy + log xである。
4.5 アファイン計量が定曲率であるアファイン球面
補題 4.12. f : M2 → R3 をアファイン計量が不定値で J = 0となる非固有アファイン球面とす
る。漸近座標系 {x1, x2}を、
h(X1, X1) = h(X2, X2) = 0, h(X1, X2) = F > 0
をみたすものとする。ただしXi = ∂/∂xi(i = 1, 2)とする。M の各点に対し、その上で C111また
は C222 が恒等的に 0となる近傍が存在する。
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が得られる。J = 0より C111 = 0または C222 = 0が成り立つ。
V1 := {p ∈ M |C111(p) = 0}
V2 := {p ∈ M |C222(p) = 0}
とおく。このとき、V1 の境界点が V2 の内点であることを示せばよい。
Cijk,l := (∇̂XlC)(Xi, Xj , Xk)としるす。M はアファイン球面であるから命題 2.34より (∇̂C)
は全対称的となる。また、(1.43)から ∇̂X1X2 = ∇̂X2X1 がなりたつ。このとき、
0 = X1h11
= 2h(∇̂X1X1, X1)




より Γ̂211 = 0が得られる。同様にして Γ̂
2
11 = 0, Γ̂
2






= h(∇̂X1X1, X2) + h(X1, ∇̂X1X2)










































= X1C112 − 2C(∇̂X1X1, X1, X2) − C(X1, X1, ∇̂X1X2)






= X2C122 − C(∇̂X2X1, X2, X2) − 2C(X1, X2, ∇̂X2X2)





が得られる。よって十分小さな δについて |x1|, |x2| < δのとき、C111は x2-曲線上、C222は x1-曲
線上で定数となる。
p = (p1, p2)を V1の境界点とする。このとき、pの十分近くに C111 ̸= 0となる q = (q1, q2)がと
れる。C111,2 = (∇̂X2C)(X1, X1, X1) = X2C111 = 0から、座標が (q1, x2)となる各点で C111 ̸= 0
となる。C222,1 = (∇̂X1C)(X2, X2, X2) = X1C222 = 0から pのまわりのすべての点で C222 = 0と
なる。よって pは V2 の内点である。
定理 4.13. f : M2 → R3をブラシュケ構造をもつアファイン球面とする。もし、アファイン計量
hが平坦、つまり ρ̂ = 0ならば、局所的に次のいずれかの曲面にアファイン合同である。
• z = x2 + y2
• xyz = 1
• (x2 + y2)z = 1
• z = xy + Φ(x)
注意 4.2. 特に hの定値性、J の値によって次に分かれる。
h :定値, J ̸= 0 ⇒ xyz = 1
h :不定値, J ̸= 0 ⇒ (x2 + y2)z = 1
h :定値, J = 0 ⇒ z = x2 + y2
h :不定値, J = 0 ⇒ z = xy + Φ(x)
なお、z = xy + Φ(x)には z = x2 − y2 も含まれている。
証明 命題 2.30により ρ̂ = H + J である。ρ̂ = 0および系 2.21よりH は定数なので J も定数
である。
J ̸= 0のとき、アファイン法線を適当に定数倍して J = 2とできる。さらに、接ベクトル場の基
底 {X1, X2}を
h(Xi, Xj) = ϵiδij , ϵ1 = 1, ϵ2 = ϵ = ±1
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をみたすようにとり、関数 a, bを用いて
∇X1X1 = X1 + aX2 (4.128)
∇X1X2 = −ϵaX1 − X2 (4.129)
∇X2X1 = −(b + 1)X2 (4.130)
∇X1X2 = ϵ(b − 1)X1 (4.131)
とできる。このとき、
[X1, X2] = ∇X1X2 −∇X2X1 = −ϵaX1 + bX2 (4.132)
である。ρ̂ = 0からH = −J = −2となり、S = −2I となる。ガウスの方程式 (2.9)より、
R(X1, X2)X1 = h21SX1 − h11SX2
= −(−2X2)
= 2X2 (4.133)




R(X1, X2)X1 = ∇X1∇X2X1 −∇X2∇X1X1 −∇[X1,X2]X1
= ∇X1(−(b + 1)X2) −∇X2(X1 + aX2) −∇(−ϵaX1+bX2)X1
= −X1(b + 1)X2 − (b + 1)∇X1X2
−∇X2X1 − X2(a)X2 − a∇X2X2 + ϵa∇X1X1 − b∇X2X1
= ϵa(X1 + aX2) + (b + 1)(ϵaX1 + X2)
+ (b + 1)2X2 − ϵa(b − 1)X1 − X1(b)X2 − X2(a)X2
= 3ϵaX1 + (ϵa2 + (b + 1)(b + 2) − X1(b) − X2(a))X2 (4.135)
R(X1, X2)X2 = ∇X1∇X2X2 −∇X2∇X1X2 −∇[X1,X2]X2
= ∇X1(ϵ(b − 1)X1) −∇X2(−ϵaX1 − X2) −∇(−ϵaX1+bX2)X2
= ϵX1(b − 1)X1 + ϵ(b − 1)∇X1X1
+ ϵX2(a)X1 + ϵa∇X2X1 + ∇X2X2 + ϵa∇X1X2 − b∇X2X2
= ϵ(b − 1)(X1 + aX2) + ϵa(−ϵaX1 − X2)
− ϵa(b + 1)X2 − ϵ(b − 1)2X1 + ϵX1(b)X1 + ϵX2(a)X1
= ϵ(−ϵa2 − (b − 1)(b − 2) + X1(b) + X2(a))X1 − 3ϵaX2 (4.136)
が得られる。式 (4.133)・(4.135)から
a = 0 (4.137)




(b − 1)(b − 2) − X1b = 2 (4.139)
が成り立つ。よって
b = 0 (4.140)
が得られる。これは定理 4.11の場合 (i)に帰着される。hが定値ならxyz = 1、不定値なら (x2+y2) =
1である。
J = 0のとき、H = 0となる。アファイン計量が定値ならば C = 0となり、2次曲面となる。
H = 0であるから、楕円型放物面 z = x2 + y2 にアファイン合同となる。
一方、J = 0でアファイン計量が不定値な場合を考える。座標系 {x1, x2}を漸近座標系、
h(X1, X1) = h(X2, X2) = 0, h(X1, X2) = 1
をみたすものとする。ただしXi = ∂/∂xi(i = 1, 2)である。補題 4.12を用いて、C111 = −2ϕ,C112 =
C122 = C222 = 0とおくことにする。
C111 = −2h(∇X1X1, X1)
C222 = −2h(∇X2X2, X2)
から
h(∇X1X1, X1) = ϕ (4.141)
h(∇X2X2, X2) = 0 (4.142)
が得られる。また、
C112 = h(∇X1X1, X2) + h(X1,∇X1X2)
= h(∇X2X1, X1) + h(X1,∇X2X1)
C122 = h(∇X1X2, X2) + h(X2,∇X1X2)
= h(∇X2X1, X2) + h(X1,∇X2X2)
から
h(∇X1X1, X2) + h(X1,∇X1X2) = 0 (4.143)
h(∇X2X1, X1) = 0 (4.144)
h(∇X2X1, X2) + h(X1,∇X2X2) = 0 (4.145)
h(∇X1X2, X2) = 0 (4.146)
が得られる。さらにXi = ∂∂xi であるから∇X1X2 = ∇X2X1 となって、
∇X1X1 = ϕX2 (4.147)
∇X1X2 = 0 (4.148)
∇X2X1 = 0 (4.149)
∇X2X2 = 0 (4.150)
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が得られる。
u = x1, v = x2 とおくと、H = 0から S = 0で、
D∂1 = 0 (4.151)
D∂2 = 0 (4.152)
となるから ξは定数ベクトルである。はめこみ f は
fuu = D∂1f∗(∂1) = f∗(∇∂1∂1) + h11ξ = ϕf∗(X2) = ϕfv (4.153)
fuv = D∂1f∗(∂2) = f∗(∇∂1∂2) + h12ξ = ξ (4.154)
fvv = D∂2f∗(∂2) = f∗(∇∂2∂2) + h22ξ = 0 (4.155)
をみたすものである。(4.154)と (4.155)から
fv = uξ + B (4.156)
f = uvξ + vB + A(u) (4.157)
となる。これを 2回微分した式と (4.153)からある定数ベクトル B を使って
fuu = A′′(u) = ϕfv
= ϕ(uξ + B) (4.158)
























A(u) = ψξ + φB + uC + D (4.161)
となり、
f = (uv + ψ)ξ + (v + φ)B + uC + D (4.162)
が得られる。
f∗(∂u) = (v + ψu)ξ + φuB + C (4.163)
f∗(∂v) = (u + ψv)ξ + (1 + φv)B (4.164)
となる。f∗(∂u)と ξ は線形独立であるから、この式から特に 1 + φv ̸= 0が得られる。f ははめこ
みだから |f∗(∂u) f∗(∂u) ξ| ̸= 0であるが、
|f∗(∂u), f∗(∂u), ξ| = |(v + ψu)ξ + φuB + C, (u + ψv)ξ + (1 + φv)B, ξ|
= |φuB + C, (1 + φv)B, ξ|
= −(1 + φv)|B, C, ξ|
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であるから、|B C ξ| ̸= 0が成り立ち、B,C, ξ は線形独立である。Φ = ψ − uφとおき、ξ =00
1
 , B =
01
0
 , C =
10
0




 uv + φ
u(v + φ) + Φ
となり、z = xy + Φ(x)が得
られる。
定理 4.14. f : M2 → R3をブラシュケ構造をもつアファイン球面とする。もし、アファイン計量
の曲率 ρ̂が零でない定数ならば、局所的に次のいずれかの曲面にアファイン合同である。
• x2 + y2 + z2 = 1
• x2 − y2 − z2 = 1
• (x, y) 7→ yA(x) + A′(x) ただし、det[A,A′, A′′] = const ̸= 0
注意 4.3. 特に hの定値性、H の正負、C の値によって次に分かれる。
h :正定値,H > 0, C = 0 ⇒ x2 + y2 + z2 = 1
h :正定値,H < 0, C = 0 ⇒ x2 − y2 − z2 = 1
h :不定値, C ̸= 0 ⇒ (x, y) 7→ yA(x) + A′(x)
なお、(x, y) 7→ yA(x) + A′(x)には x2 + y2 − z2 = 1も含まれている。
証明 アファイン球面であるからHは定数である。よって、Jも定数である。ここで、もし J ̸= 0
なら定理 2.38より ρ̂ = 0となってしまい、矛盾。よって J = 0である。
hが定値ならば、C = 0となり、曲面は楕円面か二葉双曲面である。
hが不定値である場合を考える。座標系 {x1, x2}を漸近座標系、
h(X1, X1) = h(X2, X2) = 0, h(X1, X2) = F
をみたすものとする。ただし Xi = ∂/∂xi(i = 1, 2)である。命題 4.12を用い、ある点の近傍にお




















h(R̂(X2, X1)X2, X1) (4.166)
が成り立つ。(4.125)から






























が得られる。∇X1X2 = ∇X2X1 であるから
−2ϕ = C111 = (∇X1h)(X1, X1)
= X1h11 − 2h(∇X1X1, X1) (4.169)
0 = C112 = (∇X1h)(X1, X2)
= X1h12 − h(∇X1X1, X2) − h(X1,∇X1X2) (4.170)
= (∇X2h)(X1, X1)
= X2h11 − 2h(∇X2X1, X1) (4.171)
0 = C122 = (∇X2h)(X1, X2)
= X2h12 − h(∇X2X1, X2) − h(X1,∇X2X2) (4.172)
= (∇X1h)(X2, X2)
= X1h22 − 2h(∇X1X2, X2) (4.173)
0 = C222 = (∇X2h)(X2, X2)
= X2h22 − 2h(∇X2X2, X2) (4.174)
となり、




∇X1X2 = ∇X2X1 = 0 (4.176)
∇X2X2 = (X2α)X2 (4.177)
が得られる。これらから、
































が得られる。一方ガウスの方程式はこの場合 SX = HX = ρ̂X より
R(X1, X2)X1 = ρ̂(h21X1 − h11X2)
= ρ̂FX1 (4.180)
R(X1, X2)X2 = ρ̂(h22X1 − h12X2)
= −ρ̂FX2 (4.181)
となる。よってX2ϕ = 0が成り立つ。
以上から、u := x1, v := x2 とおいて、はめこみ f は方程式系




fuv = Fξ (4.183)
fvv = αvfv (4.184)













fv = FA(u) (4.185)
が得られる。(4.183)に代入して
FuA(u) + FA′(u) = Fξ (4.186)
αuA(u) + A′(u) = ξ (4.187)
となる。R3 の原点を固有アファイン球面の中心になるように選ぶと ξ = −ρ̂f となり、
−ρ̂f = αuA(u) + A′(u) (4.188)
が得られる。これを uで微分して
−ρ̂fu = αuuA(u) + αuA′(u) + A′′(u) (4.189)
−ρ̂fuu = αuuuA(u) + 2αuuA′(u) + αuA′′(u) + A′′′(u) (4.190)
が得られる。一方、(4.182)・(4.189)から




= αu(αuuA(u) + αuA′(u) + A′′(u)) − ϕρ̂A(u)
= αuαuuA(u) + α2uA
′(u) + αuA′′(u) − ϕρ̂A(u) (4.191)
が成り立ち、





|A,A′, A′′| = |A, A′, A′′′| = 0
となるから |A A′ A′′|は定数である。
|fu, fv, ξ| = |αuuA + αuA′ + A′′, αuvA,αuA + A′|
= αuv|αuuA + αuA′ + A′′, A, αuA + A′|
= αuv|αuA′ + A′′, A, A′|
= αuv|A′′, A,A′|
= αuv|A,A′, A′′|
が成り立つが、αuv も |fu fv ξ| も 0でないから |A,A′, A′′| ̸= 0が得られる。




∣∣∣∣∣ 1 0αuu αuv
∣∣∣∣∣ = αuv = −F ρ̂
が成り立ち、{x, y}は座標系とすることができる。f をさらに − 1ρ̂ 倍すれば
f = yA(x) + A′(x) (4.193)
となる。
定理 4.15. f : M2 → R3が線織されたアファイン球面とする。非固有アファイン球面 (H = 0)な
らば z = xy + Φ(x)と、固有アファイン球面 (H ̸= 0)ならば (x, y) 7→ yA(x) + A′(x)とアファイ
ン合同である。
証明 定理 4.9・4.10から線織曲面であるための必要十分条件はアファイン計量が不定値でJ = 0で
ある。H = 0なら定理 4.13から z = xy+Φ(x)と、H ̸= 0なら定理 4.14から (x, y) 7→ yA(x)+A′(x)
とアファイン合同となる。
4.6 3次形式が平行な曲面
補題 4.16. Mn(n ≥ 2) を Rn+1 内のブラシュケ超曲面とする。∇C = 0, C ̸= 0 ならば、S =
0, R̂ic = 0, ρ̂ = 0, J = 0が成り立ち、hは不定値である。
証明 ∇C = 0ならば∇2C = 0である。定理 2.36から S = 0がわかる。さらにH = trSn = 0が
成り立つ。(2.64)より L̂ = 0である。
命題 2.23を用いて
(∇Y h)(K(X, U), Z) + h((∇Y K)(X, U), Z) = Y h(K(X,U), Z) − h(∇Y (K(X, U)), Z)
− h(K(X,U),∇Y Z) + h(∇Y (K(X, U)), Z)
− h(K(∇Y X,U), Z) − h(K(X,∇Y U), Z)
= −1
2
(Y (C(X, U,Z)) − C(∇Y X,U,Z)







h((∇Y K)(X, U), Z) = −(∇Y h)(K(X, U), Z)
= −C(Y, K(X, U), Z)
= 2h(K(K(X, U), Y ), Z) (4.194)
であるから
2K(K(X,U), Y ) = (∇Y K)(X, U) (4.195)
となり、
(∇Y K)XU = (∇Y K)(X, U)
= 2K(K(X,U), Y )
= 2KY KXU (4.196)
から
(∇Y K)X = 2KY KX (4.197)
が得られ、アポーラリティ(2.45)からテンソル L(2.62)は
L(X,Z) = trace{Y 7→ (∇Y K)XZ}
= trace{Y 7→ 2KY KXZ}





L̂(X, Z) − L(X, Z)
2
= 0







となり、命題 2.30から J = 0も得られる。命題 4.7から計量は不定値となる。
補題 4.17. J = 0, C ̸= 0,∇C = 0とする。ベクトル場 {X,Y }を
h(X, X) = 0 (4.198)
h(X, Y ) = 1 (4.199)
h(Y, Y ) = 0 (4.200)
C(X, U, V ) = 0 (4.201)
C(Y, Y, Y ) = 0 (4.202)
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をみたすものとする。ただし、U, V は任意のベクトル場である。このX, Y に関して
∇XX = 0
∇XY = 0
∇Y X = 0






0 = Xh(X, X)
= C(X,X, X) + 2h(∇XX,X)
= 2h(∇XX, X)
が成り立ち、ある関数 λに関して
∇XX = λX (4.203)
が得られる。一方、(4.202)より、
0 = XC(Y, Y, Y )
= (∇XC)(Y, Y, Y ) + 3C(∇XY, Y, Y )
= 3C(∇XY, Y, Y )
が成り立ち、ある関数 ν に関して
∇XY = νX (4.204)
が得られる。
(4.199)・(4.201)より、
0 = Xh(X, Y )
= C(X, X, Y ) + h(∇XX, Y ) + h(X,∇XY )
= h(λX, Y ) + h(X, νX)
= λ
となる。また、(4.200)・(4.201)より、
0 = Xh(X, Y )
= C(X, Y, Y ) + 2h(∇XY, Y )
= 2h(νX, Y )
= 2ν
となる。よって∇XX = ∇XY = 0が得られる。
(4.198)・(4.201)より、
0 = Y h(X, X)




∇Y X = µX (4.205)
が得られる。一方、(4.202)より、
0 = Y C(Y, Y, Y )
= (∇Y C)(Y, Y, Y ) + 3C(∇Y Y, Y, Y )
= 3C(∇Y Y, Y, Y )
が成り立ち、ある関数 τ に関して
∇Y Y = τX (4.206)
が得られる。
(4.199)・(4.201)より、
0 = Y h(X, Y )
= C(Y,X, Y ) + h(∇Y X,Y ) + h(X,∇Y Y )
= h(µX, Y ) + h(X, τX)
= µ
となる。また、(4.200)・(4.202)より、
0 = Y h(Y, Y )
= C(Y, Y, Y ) + 2h(∇Y Y, Y )
= 1 + 2h(τX, Y )
= 1 + 2τ
、つまり τ = − 12 となる。よって∇Y X = 0,∇Y Y = −
1
2X が得られる。
定理 4.18. M2 をR3 内のブラシュケ曲面とする。もし、C ̸= 0,∇C = 0ならば、ケーレー曲面
z = xy − x3/3にアファイン合同。
証明 補題 4.16から hは不定値で J = 0となる。ベクトル場 {X,Y }を
h(X, X) = 0 (4.207)
h(X, Y ) = 1 (4.208)
h(Y, Y ) = 0 (4.209)
C(X, U, V ) = 0 (4.210)
C(Y, Y, Y ) = 0 (4.211)
をみたすものとする。ただし、U, V は任意のベクトル場である。補題 4.17からこのX, Y に関して
∇XX = 0 (4.212)
∇XY = 0 (4.213)
∇Y X = 0 (4.214)





がなりたつ。[X, Y ] = 0がわかる。またガウスの方程式 (2.9)において S = 0を適用すれば R = 0
が得られる。




とし、曲面M2は局所的に (u, v) 7→ f(u, v) ∈ R3とあらわ
されるとする。[X, Y ] = 0より局所座標系 {u, v}を ∂/∂u = X, ∂/∂v = Y をみたすようにとれる。
DXf∗X = f∗(∇XX) + h(X, X)ξ = 0 (4.216)
DXf∗Y = f∗(∇XY ) + h(X, Y )ξ = 0 (4.217)
DY f∗Y = f∗(∇Y Y ) + h(Y, Y )ξ = 0 (4.218)
となるから、はめこみ f は
fuu = 0 (4.219)






fu = vξ + B(u) (4.222)
となる。これを uで微分して
fuu = B′(u) (4.223)
となるが、(4.219)からB(u)は定数ベクトルBであることがわかる。(4.222)を uに関して積分す
ると、A(v)を適当なベクトルとして
f = uvξ + uB + A(v) (4.224)
となる。これを微分して





















vB + C (4.228)




v2B + vC + D (4.229)













B + vC (4.230)
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とできる。















とおけば z − xy − fracx33となる。
補題 4.19. J ̸= 0, ∇̂C = 0とする。ただし、∇̂は計量 hに関するレビ・チビタ接続である。この
とき、アファイン法線 ξを ξ/λにとりかえることで J = 2とする。ベクトル場 {X, Y }を
h(Xi, Xj) = ϵiδij , ϵ1 = 1, ϵ2 = ϵ = ±1
をみたすものとする。この {X1, X2}を、
h(X, X) = 1 (4.234)
h(X, Y ) = 0 (4.235)
h(Y, Y ) = ϵ (4.236)
C(X, X,X) = −2 (4.237)
C(X, X, Y ) = 0 (4.238)
C(X, Y, Y ) = 2ϵ (4.239)
C(Y, Y, Y ) = 0 (4.240)
をみたすものとする。存在は命題 4.6による。このX, Y に関してある関数 aを用いて
∇̂XX = aY
∇̂XY = 0
∇̂Y X = 0
∇̂Y Y = 0
がなりたつ。





0 = (∇̂X2h)(X2, X2)
= X2h22 − 2h(∇̂X2X2, X2)




より Γ̂222 = 0が、
0 = (∇̂X1h)(X1, X1)
= X1h11 − 2h(∇̂X1X1, X1)
= −2h(Γ̂111X1 + Γ̂211X2, X1)
= −2Γ̂111h11
= −2Γ̂111
より Γ̂111 = 1が得られる。また、
0 = (∇̂X1h)(X1, X2)
= X1h12 − h(∇̂X1X1, X2) − h(X1, ∇̂X1X2)
= −ϵΓ̂211 − Γ̂112
と
0 = (∇̂X2h)(X1, X1)
= X2h11 − 2h(∇̂X2X1, X1)
= −2Γ̂121
から Γ̂121 = 0, Γ̂
1
12 = −ϵΓ̂211 が得られる。さらに、
0 = (∇̂X2h)(X1, X2)
= X2h12 − h(∇̂X2X1, X2) − h(X1, ∇̂X2X2)
= −ϵΓ̂221 − Γ̂122
と
0 = (∇̂X1h)(X2, X2)
= X1h22 − 2h(∇̂X1X2, X2)
= −2ϵΓ̂212
から Γ̂212 = 0, Γ̂
2
21 = −ϵΓ̂122 が得られる。Γ211 = a,Γ122 = bとおくと、
∇X1X1 = aX2 (4.241)
∇X1X2 = −ϵaX1 (4.242)
∇X2X1 = −ϵbX2 (4.243)
∇X2X2 = bX1 (4.244)
102
である。∇̂C = 0を用いて
0 = (∇̂X1C)(X2, X2, X2)
= X1C222 − 3C(∇̂X1X2, X2, X2)
= 3ϵaC122
= 6a
0 = (∇̂X2C)(X2, X2, X2)
= X2C222 − 3C(∇̂X2X2, X2, X2)
= −3bC122
= −6ϵb
となり、a = 0, b = 0が得られる。
補題 4.20. J = 0, C ̸= 0, ∇̂C = 0とする。ただし、∇̂は計量 hに関するレビ・チビタ接続であ
る。ベクトル場 {X, Y }を
h(X, X) = 0 (4.245)
h(X, Y ) = 1 (4.246)
h(Y, Y ) = 0 (4.247)
C(X, U, V ) = 0 (4.248)
C(Y, Y, Y ) = 0 (4.249)
をみたすものとする。ただし、U, V は任意のベクトル場である。このX, Y に関して
∇̂XX = 0
∇̂XY = 0
∇̂Y X = 0






∇̂XX = λX (4.250)
が得られる。一方、(4.249)より、
0 = XC(Y, Y, Y )
= (∇̂XC)(Y, Y, Y ) + 3C(∇XY, Y, Y )
= 3C(∇̂XY, Y, Y )
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が成り立ち、ある関数 ν に関して
∇̂XY = νX (4.251)
が得られる。
(4.246)より、
0 = Xh(X, Y )
= h(∇̂XX, Y ) + h(X, ∇̂XY )
= h(λX, Y ) + h(X, νX)
= λ
となる。また、(4.247)より、
0 = Xh(X,Y )
= 2h(∇̂XY, Y )
= 2h(νX, Y )
= 2ν
となる。よって ∇̂XX = ∇̂XY = 0が得られる。
(4.245)より、
0 = Y h(X,X)
= 2h(∇̂Y X, X)
が成り立ち、ある関数 µに関して
∇̂Y X = µX (4.252)
が得られる。一方、(4.249)より、
0 = Y C(Y, Y, Y )
= (∇̂Y C)(Y, Y, Y ) + 3C(∇Y Y, Y, Y )
= 3C(∇Y Y, Y, Y )
が成り立ち、ある関数 τ に関して
∇Y Y = τX (4.253)
が得られる。
(4.246)より、
0 = Y h(X, Y )
= h(∇̂Y X, Y ) + h(X, ∇̂Y Y )




0 = Y h(Y, Y )
= 2h(∇̂Y Y, Y )
= 2h(τX, Y )
= 2τ
となる。よって ∇̂Y X = ∇̂Y Y = 0が得られる。
定理 4.21. M2 をR3 内のブラシュケ曲面とする。もし、C ̸= 0, ∇̂C = 0ならば、次のひとつに
アファイン合同。
• xyz = 1
• (x2 + y2)z = 1
• ケーレー曲面 z = xy − x3/3
注意 4.4. 特に hの定値性、J の値によって次に分かれる。
h :定値⇒ xyz = 1
h :不定値, J ̸= 0 ⇒ (x2 + y2)z = 1
h :不定値, J = 0 ⇒ z = xy − x3/3
証明 ∇̂C = 0から命題 2.34からM2 はアファイン球面である。
J ̸= 0のとき、補題 4.19から R̂ = 0, ρ̂ = 0が成り立ち、定理 4.13に帰着される。
J = 0のときは、C ̸= 0から不定値計量となり、補題 4.20から R̂ = 0, ρ̂ = 0が成り立つ。∇̂ = 0
から
h(∇UV, W ) = h(KUV, W )
= −1
2
C(U, V,W ) (4.254)
が成り立ち、
∇XX = 0 (4.255)
∇XY = 0 (4.256)
∇Y X = 0 (4.257)




が得られ、R = 0となり、補題 2.19からS = 0が成り立つ。これらから定理 4.18に帰着される。
4.7 局所的に強凸な定曲率アファイン超球面
定義 4.3. f : M → Rn+1 をアファイン超曲面とする。アファイン基本形式 hが点 x0 で定値であ






次の定理の証明は Li [7] または Li-Simon-Zhao [9] を見られたい。
定理 4.22. Mn を H < 0, ρ̂ = 0である局所的に強凸な固有アファイン超球面とする。このとき、
M は x1 . . . xn+1 = 1と等積的にアファイン同値となる。
次の定理は Vrancken-Li-Simon [13] による。ただし、不完全な箇所がある。(また、Li-Simon-
Zhao [9] にはこれとは異なる直接的な方法で与えられている。)
定理 4.23. Mn を局所的に強凸な固有アファイン超球面とし、hに関して定曲率とする。このと
き、非退化 2次超曲面の開部分かM は x1 . . . xn+1 = 1と等積的にアファイン同値となる。
注意 4.5. この場合の 2次超曲面は常に正定値となることから
• 楕円面
(x1)2 + (x2)2 + · · · + (xn+1)2 = 1 (4.259)
• 双曲面
(x1)2 − (x2)2 − · · · − (xn+1)2 = 1 (4.260)
• 放物面
xn+1 =




補題 4.24. アファイン超球面M においては
(∇̂Y K)(X,Z) = (∇̂XK)(Y,Z) X, Y, Z ∈ X(M) (4.262)
が成り立つ。
証明 アファイン平均曲率H を用いれば、S = HI である。ガウスの方程式 (2.9)から
R(X, Y )Z = H(h(Y, Z)X − h(X, Z)Y ) (4.263)
が得られ、(2.56)から
R̂(X, Y )Z = H(h(Y,Z)X − h(X, Z)Y ) − [KX , KY ]Z (4.264)
が得られる。(2.54)から求める式が得られる。
定義 4.4. (M, g)をリーマン多様体とする。(1,1)型テンソル場がコダッチテンソル場であるとは、
(∇̂XA)Y = (∇̂Y A)X (4.265)
g(AX, Y ) = g(X,AY ) (4.266)
をみたしていることをいう。
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補題 4.25. (M, g)をリーマン多様体とする。コダッチテンソル場 Aに関してM 上の整数値関数
EA(x)を Axの相異なる固有値の個数とし、開集合MAを近傍上で EAが定数値となる x ∈ M か
らなるものとする。MA の各連結成分について次が成り立つ。
(i) λを Aの固有値関数とし、X, Y ∈ Vλ、つまり AX = λX, AY = λY とすると、
g(A∇̂Y X,Z) = g(λ∇̂Y X + (Y λ)X, Z) − g(X, Y )Zλ ∀Z ∈ X(M) (4.267)
である。
(ii) λ, µをAの固有値関数とし、Y ∈ Vλ, X ∈ Vµ、ただし g(X, X) = 1であるとする。このとき
vµ = (µ − λ)g(∇̂Y X, Y ) (4.268)
である。
証明 (i)
g(A∇̂Y X, Z) = g(∇̂Y (AX) − (∇̂Y A)X,Z)
= g(∇̂Y (λX) − (∇̂Y A)X,Z)
= g((Y λ)X + λ(∇̂Y X), Z) − g((∇̂Y A)X, Z) (4.269)
が成り立つ。また、
g((∇̂Y A)X, Z) = g(∇̂Y (AX) − A(∇̂Y X, Z)
= (∇̂Y h)(AX, Z) − h(AX, ∇̂Y Z) − h(A∇̂Y X, Z)
= −h(AX, ∇̂Y Z) − h(AZ, ∇̂Y X)
より g((∇̂Y A)X,Z)は入力X, Z について対称であることがわかる。Aがコダッチテンソル
場であることから、すべての入力について対称である。
g((∇̂Y A)X, Z) = g((∇̂ZA)X,Y )
= g(∇̂Z(AX), Y ) − g(A∇̂ZX, Y )
= g(∇̂Z(AX), Y ) − g(∇̂ZX, AY )
= Zg(AX, Y ) − g(AX, ∇̂ZY ) − g(∇̂ZX, AY )
= Z(λg(X,Y )) − λg(X, ∇̂ZY ) − λg(∇̂ZX, Y )
= (Zλ)g(X, Y ) + λ(Zg(X, Y ) − g(X, ∇̂ZY ) − g(∇̂ZX, Y ) (4.270)
= (Zλ)g(X, Y ) (4.271)
より求めるべき式が得られる。
(ii) g(X, Y ) = 0から
0 = Xg(X, Y ) = g(∇̂XX,Y ) + g(X, ∇̂XY )
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が得られ、
(µ − λ)g(∇̂XX,Y ) = −λg(∇̂XX, Y ) + µg(∇̂XX, Y )
= −λg(∇̂XX, Y ) − µg(X, ∇̂XY )
= −g(∇̂XX, λY ) − g(µX, ∇̂XY )
= −g(∇̂XX, AY ) − g(AX, ∇̂XY )
= g((∇̂XA)Y,X)
= g((∇̂Y A)X, X)
= g(∇̂Y (AX) − A(∇̂Y X), X)
= g(∇̂Y (AX), X) − g(AX, ∇̂Y X)
= g(∇̂Y (µX), X) − g(µX, ∇̂Y X)
= g((Y µ)X + µ∇̂Y X, X) − µg(X, ∇̂Y X)
= vµ
補題 4.26. (M, g)を定曲率 cをもつ n次元リーマン多様体とする。M 上にコダッチテンソル場が
あるならばM は平坦、つまり c = 0である。
証明 ∀p ∈ M とし、U を pの近傍、Aを U 上のコダッチテンソルとする。λ0, λ1 を Aの固有
値として、TU = Vλ0 ⊕ Vλ1 と分解される。ただし、dim Vλ0 = 1,dim Vλ1 = n − 1とする。
補題 4.25 において λ = λ0, µ = λ1 とすると、
∇̂XX = 0 X ∈ Vλ0 , g(X, X) = 1 (4.272)
∇̂Y Z ∈ Vλ1 Y,Z ∈ Vλ1 (4.273)
をみたすX, Y, Z が存在することがわかる。ド・ラームの分解定理を用いれば平坦なリーマン多様
体M が得られる。
補題 4.27. M を hに関して定曲率 cをもつ局所的に強凸な固有アファイン超球面とする。この
とき、
h(KXW,KY Z)−h(KY W,KXZ) = J(h(Y, Z)h(X, W )−h(X, Z)h(Y, W )) X, Y, Z, W ∈ X(M)
(4.274)
が成り立つ。
スカラー曲率 cは定数、またアファイン超球面、つまり S = HI であるから、H も定数。よっ
て J も定数である。さらに f は局所強凸だから、ある点でK = 0ならばある点で J = 0、よって
M 上で J = 0、M 上でK = 0となり、M は 2次超曲面である。
一方でK はいたるところで 0でないとする。p ∈ M とする。UMp = {v ∈ TpM |h(v, v) = 1}と
おくと、これはコンパクトである。UMp上の関数 Fpを Fp(v) = h(K(v, v), v)とおく。UMpはコ
ンパクトだから Fp は最大値をもち、Fp の最大値をもつベクトルを uとする。
補題 4.28. g を Rk 上正定値計量とし、T : Rk × Rk × Rk → R を対称 3 重線形関数とする。
Sk−1 = {v ∈ Rk|g(v, v) = 1}とし、Sk−1 上の関数 F を F (v) = T (v, v, v)で定める。uを F の極
値を与えるベクトルとし、w ∈ Sk−1を g(u,w) = 0をみたすものとする。このとき、T (u, u, w) = 0
が成り立つ。さらに、F が uで極大値をとるなら、T (u, u, u) − 2T (u,w,w) ≥ 0が成り立つ。
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補題 4.29. M を定曲率 cをもち、J > 0である局所的に強凸な固有アファイン超球面とする。
(i) p ∈ M とすると、ある pの近傍 U とアファイン計量に関して正規直交である U 上のベクト
ル場 E1, . . . , En があって、
KE1E1 = (n − 1)λ1E1 (4.275)




(ii) さらに任意の i,jに関して [Ei, Ej ] = 0が成り立つならKE1 はコダッチテンソル場である。
証明 (i) Kはどの点でも恒等的にAを臨界値からなる集合とする。q ∈ M とし、関数 fqの極
値をあたえるベクトル vとする。補題 4.28から h(v, w) = 0をみたすwに関しC(v, v, w) = 0
が得られる。v = e1, w = ej(j ̸= 1)とすると、C(v, v, w) = −12h(Ke1e1, ej)であるから、あ





h(Ke1ej , ek) = h(Ke1ek, ej)となるので行列 (K
i
1j)は対称行列である。よってこの行列は対角
化することができる。よって h(ei, ej) = δij ,Ke1ej = µjej となるようにベクトル e2, . . . , en
と数 µ2, . . . , µn がとれる。(4.274)にX = W = e1, Y = Z = ek(k ̸= 0)を代入すると
h(Ke1ek,Keke1) − h(Kekek,Ke1e1) = −J(hk1h1k − h11hkk) = J (4.277)
が得られる。一方、
h(Ke1ek,Keke1) − h(Kekek, Ke1e1) = h(Ke1ek,Ke1ek) − h(Kekek, µ1e1)
= h(µkek, µkek) − µ1h(Ke1ek, ek)
= (µk)2hkk − µ1h(µkek, ek)
= (µk)2 − µ1µk (4.278)
だから、
(µk)2 − µkµ1 − J = 0
が得られ、これを解いてµk = 12 (µ1±
√
(µ1)2 + 4J)が得られる。よってある r(0 ≤ r ≤ n−1)
に関して































(µ1)2 + 4J) +









−n + 2r + 1
2
√
(µ1)2 + 4J (4.282)
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であるから、
(n + 1)2(µ1)2 = (n − 2r − 1)2((µ1)2 + 4J)
(n − r)(r + 1)(µ1)2 = (n − 2r − 1)2J
より、
(fq(v))2 = (µ1)2 =
(n − 2r − 1)2
(n − r)(r + 1)
J (4.283)
がわかる。J はM 上定数であり、rは 0 ≤ r ≤ n − 1をみたす自然数であるから、臨界値集
合 Aは有限集合である。UMq はコンパクトであるから、その上での関数 fq は最大値をも
つ。qでK は恒等的に 0とはならないから、fq(v) > 0でなければならない。補題 4.28から
これが成り立つのは r = 0のときであることがわかり、v ∈ UMp が fq の最大限を与えるた
めの必要十分条件は










(µ1)2 + 4J = (n − 1)λ1 −
√
(n − 1)2(λ1)2 + 4n(λ1)2
= −2λ1
であり、r = 0から v ∈ UMp に直交する u ∈ UMp に関してKvu = −λ1uとなる。
次に、p ∈ M とし、fpが v ∈ UMpで最大値をとるなら、この vから次の性質をみたす pの
近傍 U 上 C∞ 級ベクトル場 V をつくることができることを示す。
• h(V, V ) = 1
• ∀q ∈ U において fq は V (q)で最大値をとる。
U1, . . . , UnをU1(p) = vとなるUのhに関する正規直交基底とする。Rn値関数 γ : Rn×U →
Rn を












ajh(KUmUj , Uk) +
∑
i




ajh(KUj Um, Uk) − (n − 1)λ1δkm (4.284)
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が成り立つ。fp は U(p)で最大値をとるから (a1, . . . , an, q) = (1, 0, . . . , 0, p)とすると
∂bk
∂am
(1, 0, . . . , 0, p) = 2h(KU1(p)Um(p), Uk(p)) − (n − 1)λ1δkm (4.285)
= 2h(µmUm(p), Uk(p)) − (n − 1)λ1δkm (4.286)
=
0 k ̸= m2µm − (n − 1)λ1 k = m (4.287)
=

0 k ̸= m
(n − 1)λ1 k = m = 1
−(n + 1)λ1 k = m ̸= 1
(4.288)
が得られる。f のヤコビ行列は a = (1, 0, . . . , 0)として







となるので、det(J(γ|a × Rn)(a,p) ̸= 0が成り立ち、陰関数の定理を適用して、pの近傍 U ′
で定義された微分可能な関数 a1, . . . , anがあって局所ベクトル場 V = a1U1 + · · · + anUnが
V (p) = v, KV V = (n − 1)λ1V をみたす。||V ||2 := h(V, V )とすると、||V ||は pの近傍 U ′′
で 0にはならない。W := V/||V ||とすると、














が成り立つ。ゆえに、∀q ∈ U ′′ に関して fq はW (q)で極値をとる。ところで極値の集合は
有限、 (n−1)λ1||V || は連続的に変化するから、∀q ∈ U
′′ に関して ||V (q)|| = ||V (p)|| = 1である。
E1 = V, E2, . . . , En を hに関する局所正規直交ベクトル場とすると ∀q ∈ U ′′ で fq は E1(q)
で最大値をとる。
(ii) 任意の i, j に関して
(∇̂EiKE1)Ej − (∇̂Ej KE1)Ei = ∇̂EiKE1Ej − KE1∇̂EiEj − ∇̂Ej KE1Ei + KE1∇̂Ej Ei
= (∇̂EiK)(E1, Ej) + KEj ∇̂EiE1
− (∇̂Ej K)(E1, Ei) − KEi∇̂Ej E1
= KEj ∇̂EiE1 − KEi∇̂Ej E1 (4.291)
である。M はアファイン超球面であるから命題 2.34から Cj1k,i = Ci1k,j が成り立ち、
Cj1k = −2h(KE1Ej , Ek)
= −2µjδjk




0 = Cj1k,i − Ci1k,j
= EiCj1k − C(∇̂EiEj , E1, Ek) − C(Ej , ∇̂EiE1, Ek) − C(Ej , E1, ∇̂EiEk)
− EjCi1k + C(∇̂Ej Ei, E1, Ek) + C(Ei, ∇̂Ej E1, Ek) + C(Ei, E1, ∇̂Ej Ek)
= −C(∇̂EiEj − ∇̂Ej Ei, E1, Ek) − C(Ej , ∇̂EiE1, Ek) + C(Ei, ∇̂Ej E1, Ek)
より、任意の kに関して
2h(KEj ∇̂EiE1 − KEi∇̂Ej E1, Ek) = −C(Ej , ∇̂EiE1, Ek) + C(Ei, ∇̂Ej E1, Ek)
= C(∇̂EiEj − ∇̂Ej Ei, E1, Ek)
= −2h(KE1Ek, ∇̂EiEj − ∇̂Ej Ei)
= −2µkh(Ek, ∇̂EiEj − ∇̂Ej Ei)
= −2µkh(Ek, [Ei, Ej ])
が得られる。[Ei, Ej ] = 0ならば、KEj ∇̂EiE1 = KEi∇̂Ej E1、(∇̂EiKE1)Ej = (∇̂Ej KE1)Ei
となり、KE1 がコダッチテンソル場であることがわかる。
定理 4.23の証明 J = 0のときは、M は 2次超曲面となる。
J > 0のときは、補題 4.29によってコダッチテンソル場があるならば補題 4.26よりM は hに
ついて平坦。c = 0と H < 0が成り立つから定理 4.22を適用できて、M は x1 . . . xn+1 = 1と等
積的にアファイン同値である。
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